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QUELQUES FORMULES GÉNÉRALES QUI PEUVENT ÊTRE UTILES

DANS LA THÉORIE DES NOMBRES;

Par m J LIOUVILLE.

DOUZIEME ARTICLE.

Les formules que uous donnons dans ce douzième article sont très

générales : elles contiennent une fonction arbitraire F (.r, j, z) de trois

variables ; et nous avertissons une fois pour toutes que cette fonction

F (x, j', z) est impaire, c'est-à-dire change de signe avec chaque va-

riable, et de plus s'évanouit quand une des variables se trouve égale

à zéro. En un mot, il faudra constamment se rappeler que l'on a

F(-x, j, z) = -F(j:,7, z),

F{x,f, - z) = -F{x,j,z),

pour tous les systèmes de valeurs de x, j^ z employés dans le calcul!*

De plus, si une des variables prend une valeur nulle, la fonction

devra alors s'annuler, en sorte que si l'on peut avoir, par exemple,

ar = o, il faudra admettre que F(o, jr., z) = o.

Tome V (2"= série), — Janvier 1860. I
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I.

La première formule dont nous allons nous occuper, renferme

comme cas particulier la formule (a) de notre huitième article : elle se

rapporte à un nombre in quelconque, pair ou impair, dont le mode

de partition est défini par les deux équations

m - 771'* + 771" . m" = 2'"d" â"

,

ou, si l'on veut, par l'équation unique

771 = 777'^ + 2'"d"&\

d" et c?" étant impairs et positifs, tandis que l'entier m' peut être indiffé-

remment positif ou négatif, ou même zéro : on a a"= o quand 777" est

impair, ce qui arrive toutes les fois que 77z étant impair, 777' est pair, ou

que m étant pair, 777' est impair. On forme la somme double

_V2 F {i"-"d'+m', â"- un', 2""-^'^"+ 2 777'- â"),

dans laquelle la première sommation s'applique aux valeurs de 1'' d"

et cî^' pour chaque nombre déterminé 777", tandis que la deuxième som-
mation concerne les groupes successifs (777', 777"). Notre théorème con-

siste en ce que la somme double indiquée est généralement égale à

zéro : il n'y a exception que quand 777 est un carré, et alors la somme
double a pour valeur la somme simple que voici :

2 F (s 777, 1S ~\,0.S — \),

S entier et variant de 1 à \//?i.

En d'autres termes, on a, suivant que 777 n'est pas ou est un carré,

y^¥{i""d"+m\ â"- 9.7/7', 2""-^V"-f 2;/7'- r) = o,

^"^
i
ou =F(V;n, i,i) + F(v'/^,3,3)-(-F(vm,5,5)-t-

-)- F (v/tm, 2 yjm— 1 , a \fm — 1 )
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Soit, par exemple, /n =: 3; les valeurs de /«', a'' d'\ è" à employer

seront

,M'=o, %''"d"=i, (J*"=i; to'=o, 2«'>=i, c?"=3;

m'=i, 2"d"=i, c?"=i; w'= -i, i''"d"=2, (?"=i.

La somme double sera donc ici

F(3, i,5) + F(i,3, _,)+F(3, -i,5)+F(i,3, i),

et, comme on a, par la nature de la fonction F, qui est impaire,

F(r,3, -i) = -F(.,3,i), F(3, -t,5)=-F(3,i,5),

on trouve zéro, comme il le faut.

Soit encore m = l\. On devra trouver, 4 étant un carré,

F(2,i,i) + F(a,3,3).

Or les valeurs de m', OL^'d" et c?" à employer sont

m'=zo, 2°'"f/"=4, c^'=i,

puis

m'=i, i^'d"=\ â"=:i; t7i'=i, 7.''"d"=zi, c?"=3;

De là, pour la somme double,

F(4, i,7)-»-F(4, -i,7) + F(2, i,0 + F(2,3,3)+F(o, 5,-3),

ce qui se réduit bien aux deux termes écrits plus haut, parce que l'on a

F(4, -1,7) =- F(4, I, 7), F(o, 5, -3) = o.

Nous n'entrerons dans aucun détail sur les applications de la for-

mule (u); mais nous devons montrer comment on en déduit la for-

mule (e) de notre huitième article. Il faut observer que les valeurs de

j- et de z étant essentiellement impaires, on remplira les conditions

1..
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imposées à la fonction F {x, y, z) en la réduisant à la forme

I— z •

(-i)~F(jr,jr),

pourvu que l'on ait toujours

F{-x,j) = -F{x,j) = F{x,-j)
et

F(o, j) = o.

Or cette valeur particulière de F(x, j, z) conduit immédiatement à la

formule (e).

II.

Continuons à désigner par m un nombre entier positif donné, pair

ou impair, et posons

m = m'-+ d" è",

m' étant un entier positif, nul ou négatif, tandis que d" et c?" sont des

entiers essentiellement positifs, mais d'ailleurs pairs ou impairs. Puis

considérons la somme double

où les sommations s'étendent à toutes les valeurs de m' , d\ â" que

comporte notre équation fondamentale

m = 7«'^+ d" è'\

d'après ce qui vient d'être dit.

Le théorème que nous voulons donner au sujet de cette somme
double S consiste en ce que l'on a généralement

S = o.

11 n'y a exception que quand m est lui carré, et alors S s'exprime par

la différence des deux sommes simples que voici :

F (v'Vh, I , i) + F (\/to,-2, 2) + F {\jm, 3, 3) +
-h F (y/m, 2 y/m— i , 2 \jm — i)
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et _
r(i, o.^m, 2) + F(2, 2s/m,4) + F(3, 0.^, 6) -H

+ F (s/'"
— 1 , 2 v'/", 2 \/'n — 2)

.

Comme on peut représenter la somme

F(v/m, I, i) + F (s/m, 2, 2) + F(0n, 3, 3) +

+ F (y/w, 2 \//n ~ 1 , 2 \lm — i)

par

où Ton prend successivement ^= i, 2, 3,..., i\jm — i, et la somme

F(i,2v>«, 2) + F(2, av'm, 4) + F(3, 2v/m,6) +

+ F {\jm — I, 2\//«, 2 v'm — 2),

par

2F(f,2s/w, 2<),

où l'on fera ^ = I, 2, 3,..., V»' — I. "ot'f^ théorème revient a dire que

l'on a, suivant que m n'est pas ou est un carré,

(?) ; _ -
j
ou ='^V[s'n,s,s) -^^{t,-2<^m,2t),

la double sommation au premier membre se rapportant, je le répète,

au mode de partition marqué par m = m"^+d" a*", avec d"> o, o^> o,

les sommations simples aux entiers s et t variant, l'un de i à 2 V'w — i,

l'autre de i k\/m — i, enfin la fonction F [x, j, z) étant impaire, chose

convenue pour toutes les formules du présent article.

La formule (u), si générale qu'elle soit, pourrait être regardée

comme contenue dans la formule (cp). I! n'y a qu'à regarder la fonc-

tion F(.r, j,z)comme nulle quand une des deux dernières variables/,

z est un nombre pair Mais je n'insisterai pas là-dessus pour le mo-
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ment. Je me contenterai cVappliquer la formule (m) à deux exemples,

en prenant m = 3, puis /« = 4-

Pour m = 3, les couples de valeurs de ui\ d", â" compatibles avec

l'équation

m = m'- -f- d" è"

,

sont

7n'=o, r/"= I, c?"=3; m'=: I, d"— i , c?"=2;

/n' = — I , d"= i, â"=i;

m'=o, r/"=3, c?"=i; ;n'=i, rf"= 2, c?"=r;

/«'= — I , d" = 2, d*" = I
;

et, puisque m n'est pas un carré, il s'ensuit que la somme

F (1,3, -i) + F(2, o,2)+F(o, 4, -2)

+ F(3, .,5) + F(3, -i,5) + F(i,3, I)

doit être égale à zéro ; or cela a lieu effectivement puisque, d'après la

nature de la fonction F, on a

F(2,0, 2) = 0, F(C, 4, — 2)=0,
et de plus

F(r, 3, - i) = - F(i, 3, .), F(3, - ., 5) -- F(3, ,, 5).

Pour m = 4j les couples de valeurs de m', d", â" sont, d une part,

m'—o, d"=z\, (?"= 4;

7n'= o, d"=:i, &"=^2;

m'= o, d" = 4» t?" = I
;

et, d'autre part,

,«'=!, d"=i, (?"= 3; m'= -i, d"=i, c?"= 3;

7«'=i, d"= '5, â"=i; m'= -i, d"^3, r=i;

ce qui, réduction faite d'après la nature de la fonction F {x, j, z),
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donne, pour premier membre de l'équation {(p), l'expression suivante

F(2, I, .) + F (2, 2, 2) + F(2, 3, 3) - F(,, 4, 2).

Or c'est bien là ce que donne aussi le second membre, m étant ici un

carré, et les valeurs à employer étant

y/m ^ 2, .î = 1 , ,ç = 2, s =3, t^i.

Maintenant, sans sortir, au fond, de la même analyse et des mêmes
procédés élémentaires de démonstration dont il ne sera question que

plus tard, passons à une a,utre formule.

m.

Nous supposerons désormais que l'entier donné ?n, auquel nos cal-

culs se rapportent, est un entier impair^ du reste quelconque, et nous

l'assujettirons au mode de partition marqué par l'équation

m= am'^ -h d" â\

où d" et c?" seront des entiers impairs et positifs, tandis que m' sera

indifféremment un nombre entier positif ou négatif, ou zéro. C'est à

tous les groupes {m',d'\ â") ainsi définis que s'appliquera la somme
doid)le

22 F (^"+ 2 m', â" - 2 m', 2 m' + d" - c?").

I.e théorème que nous avons à donner à ce sujet est on ne peut plus

simple; car il consiste en ce que la somme double indiquée est égale à

zéro, sans qu'il y ait aucune exception.

Ainsi, i)our tout nombre entier impair m, et pour toute fonction

algébrique ou numérique F (j:, j, z) remplissant les conditions exigées

au début de cet article, on a toujours, sous le mode de partition in-

diqué,

(/J 22 F (^" + 2 m', â" - -1 m', 2 m' -+- d" -o"') = o.



8 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

Soit, par exemple, ;n = i , ce qui donne uniquement

w'=0, C?"=i, d*" = l;

Il viendra

F(i, I, o)= o:

ce qui a lieu effectivement d'après la nature de la fonction F(x, j, z).

Soit ensuite m =: 3. On poinra faire

»n'=o, d"=i, c?"=3; ra' = o, d"=i, â" = v.

et de plus

?n' = I , ci" = I, â" = I ; m' = — i , rf" =: i , c?" = i

.

De là l'équation

F (1,3, - 2) + F(3, i,2) + F(3, -1, 2) + F(-i, 3, - 2) = o,

qui est exacte, puisque le premier et le quatrième terme du premier

membre sont égaux au signe près, de même que le second et le troi-

sième terme.

Je m'arrête ici : le lecteur voit assez que la formule (/) est suscep-

tible d'applications intéressantes.
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MÉMOIRE
SDR

LE NOMBRE DE VALEURS QUE PEUT ACQUÉRIR UNE FONCTION

QUAXD ON Y PERMUTE SES VARIABLES DE TOUTES LES MANIÈRES POSSIBLES;

Par m. Emile MATHIEU [*j.

Des substitutions.

Soient abcd...l et ef gh... k deux permutations des mêmes let-

tres : on représente par la notation

ah c d... l

efgh...k

l'opération qui consiste à remplacer les lettres de la permutation supé-

rieure par celles qui occupent le même rang dans la permutation infé-

rieure ; cette opération porte le nom de substitution.

Rangeons les lettres fl, è, c, d,..., /sur un cercle, puis mettons cha-

cune d'elles à la place de celle qui la précède : nous aurons ainsi fait

sur ces lettres une substitution qui est dite circulaire ; ainsi la substi-

tution

abc... r

b c d ... la

est circulaire; on l'écrit plus simplement

{a b c d... l).

[*] Ce Mémoire est un extrait de plusieurs Mémoires présentés à l'Acadeime des

Sciences. [Voyez les Comptes rendus des 3i mai, 21 juin et 2 novembre i858, et du

25 avril iSSg.
)

Tome V (2' série ). — Janvier 1860. 2
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Toute substitution, si elle n'est pas circulaire, équivaut à plusieurs

substitutions circulaires effectuées simultanément sur des lettres diffé-

rentes. Ainsi la substitution

(
peut s écrire

a b c d e f g h i k l m no p

mg al b n d c k f en i p h

[amophc) [bgdle) {ikjn).

JiCs substitutions circidaires en lesquelles se décompose une substi-

tution quelconque sont appelées les cycles de la substitution. Si le

nombre des lettres de chacun des cycles d'une substitution est le même,

la substitution est dite régulière.

Une substitution S que l'on obtient eu faisant une autie substitu-

tion S, k fois de suite, se nomme la A'*'"'' puissance de S,

.

Soient

A, B, C, ...,G,

différentes substitutions effectuées sur les n lettres d'une fonction

¥{a,h,c,...,l),

et qui laissent cette fonction invariable ; si nous faisons successivement

dans un ordre quelconque quelques-unes de ces substitutions, nous

obtiendrons en général d'autres substitutions, qui laisseront évi-

demment la fonction F invariable; les substitutions ainsi formées sont

appelées les dérivées des substitutions A, B, ..., G. On considère

abc... l

a b c... l

comme faisant partie de ces substitutions dérivées.

Si sur la fonction

(i) Y{a,b,c,...J)

on fait les M substitutions qui la laissent invariable, on obtient M va-

leurs égales de cette fonction F, F,, Fj, ..., Fji_,.
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Faisons ensuite sur cette fonction la substitution

a b c... l

a' h' c'... V

qui change cette fonction ; a', b' ,c', .., /'étant par conséquent les let-

tres a, b, c, ..., l prises dans un autre ordre; nous aurons la fonction

(2) ¥{a', b',c',. ., /');

changeons dans les M substitutions qui laissent la fonction (i) inva-

riable les lettres a, b, c, ..., /, respectivement en a\ b', ..., l', et nous

aurons M substitutions qui laissent la fonction (2) invariable, et si on

les effectue sur la fonction (2), on obtient M autres valeurs égales

F', F', , F'2 , ..., F'm_,. On voit d'après cela que les 1 .2.3... n valeurs que

l'on obtient en permutant les « lettres a, i, c, ...,/ dans la fonction ([)

de toutes les manières possibles sont égales M à M, et que le nombre

des valeurs distinctes de la fonction (i) est égal à -^

—

' ' "
"

? et, par

conséquent, à un diviseur du produit i.2.3...n.

Des fondions transitives.

Nous appellerons fonction transitive une fonction dans laquelle on

peut faire occuper à une lettre quelconque telle place que l'on veut,

sans que la fonction change de valeur, pourvu que l'on fasse occuper

à toutes les autres des positions convenablement choisies.

Une fonction qui n'est pas transitive, sera dite intransitive.

C'est à M. Cauchy que nous empruntons l'idée de distinguer les

fonctions en fonctions transitives et en fonctions intransitives.

Puisque dans une fonction symétrique on peut déplacer les lettres

d'une manière quelconque, sans qu'elle change de valeur, il est clair

qu'une fonction svmétrique est transitive. Mais il existe bien d'autres

fonctions transitives; car une fonction est transitive toutes les fois

qu'elle n'est pas changée par une substitution circulaire effectuée sur

toutes ses lettres.

Supposons en effet une fonction de n lettres qui ne soit pas changée

2..
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par la substitution circulaire suivante, effectuée sur ses n lettres,

{abcd... g... kl).

11 sera toujours possible d'amener luie lettre»quelconque à telle place

que l'on voudra dans la fonction, sans que la valeur de cette fonction

soit changée. Car si Ton veut, par exemple, amener dans la fonction

la lettre g, qui occupe la /S'^"^ place dans la substitution à la place de

la lettre a, il est clair qu'il suffira de faire cette substitution /5 — i fois.

Ainsi, par exemple, la fonction de trois lettres

ah- f ' + hc- rt' + en- b^,

qui n'est pas changée par la substitution circulaire [abc], est une fonc-

tion transitive.

Une fonction peut d'ailleurs être transitive sjins jouir de la propriété

d'être invariable par luie substitution circulaire effectuée sur toutes ses

lettres. Par exemple, la fonction

{a-b){c--d)

est transitive, et il est aisé de voir qu'elle est changée par toute substi-

tution circulaire effectuée sur les quatre lettres a, b, c, d.

Il est facile de reconnaître que le nombre des valeurs distinctes

d'une fonction transitive de n lettres est le même que si cette fonction

était considérée comme fonction àe n — i lettres, et cpie, par consé-

quent, on supposât une lettre immobde.

Considérons, en effet, une fonction transitive de n lettres

Y {a, b,c, d, ..., Â-, /),

et supposons que l'on ait fait sur ses lettres toutes les substitutions

possibles. Nous pourrons ensuite, dans toutes les fonctions ainsi ob-

tenues, et «lans lesquelles la lettre n ne sera pas à la piemiéi-e place,

l'amener à cette place, pourvu que nous déplacions convenablement

les autres. Toutes les valeurs se réduisant à des fonctions dans les-

quelles n occupe la première place, il est clair que la fonction F ac-

quiert toutes ses valeurs, considérée comme fonclion des n — i lettres

b,c,d,...,L
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Réciproquement, si la fonction F acquiert toutes ses valeurs, con-

sidérée comme fonction des n — i lettres b, c, ..., /, cette fonction est

transitive par rapport à ses « lettres.

En effet, imaginons que l'on fasse sur les n lettres a, h, ..., l les

1.2.3... n permutations possibles, on obtiendra des valeurs dans les-

quelles a occupera la première place, d'autres dans lesquelles n occn-

pera la deuxième place, etc., d'autres enfin dans lesquelles d occupera

la 7i"""^ place, et les valeurs distinctes se réduiront à celles dans les-

quelles a occupera la première place. 11 suit de là qu'on peut amener

nue lettre quelconque à la première place sans que la fonction change

de valeur, pourvu que Ion permute convenablement toutes les let-

tres, et réciproquement on peut amener une lettre qui se trouve à la

première place à une place quelconque. D'après cela, on pourra ame-

ner une lettre quelconque dk la place d'une lettre quelconque y, sans

que la fonction change de valeiu'; car on pourra d'abord amener d à

la placé de a en pernuitanl convenablement les lettres, puis on pourra

amener c? qui occupe la première place à la place de la lettre y^. Donc
la fonction est transitive.

On peut remarquer que si / est le nombre des substitutions qui

s'effectuent sur les n — i lettres b, c, ...^ l, sans changer la valeur de la

fonction F, le nombre des valeurs de cette fonction est -^-^^^-^

—

[^
}^

r

et, par conséquent, le nombre total des substitutions qui la laissent

in\ai"iable est m.

Des Jonctions plusieurs fois transitives.

Imaginons une fonction transitive de n lettres; cette fonction, con-

sidérée comme fonction de n — i lettres, pourra encore être transi-

tive. S'il en est ainsi, nous dirons que la fonction est deux fois transitive.

Si cette fonction est encore transitive, considérée comme fonction

de « — 2 lettres prises parmi les n — i précédentes, nous dirons qu'elle

est trois fois transitive, et ainsi de suite.

Il suit de là qu'une fonction p. fois transitive acquiert toutes ses

valeurs, considérée comme fonction de n ~ p. lettres. On voit encore

qu'une fonction symétrique est une fonction ?i— i fois transitive.

Une fonction de n lettres qui est invaiiable par une substitution
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circulaire de ses n lettres, par une substitution circulaire de « — i let-

tres, par une troisième substitution circulaire faite sur n — i d'entre

ces dernières, etc.; enfin, par une iJ.'^""^ substitution circulaire effec-

tuée sur ?î— p.+ I lettres obtenues en agissant comme précédemment,

est /j. fois transitive.

Théortîme. — Si une fonction de n lettres est p.fois transitive, elle

est transitive par rapport à n — i lettres quelconques, elle est transitive

par rapport a n — i lettres quelconques, etc.; enfin, elle est transitive

par rapport an — /..+ i lettres quelconques.

En effet, supposons une fonction transitive par rapport à ses n

lettres

a, b, c,d,...,k, /,

puis par rapport aux lettres

é, c, «',..., A-,/,

puis par rapport aux lettres

c, d, ..., A-, /,

et ainsi de suite. Je dis que cette fonction est transitive par rapport

à fi — p.-hi lettres (pielconques e,, /,, ..., >f, , /,.

En effet, désignons par a', b", c"\ ... les /j. — i lettres de la fonction

qui ne font pas partie de celles-ci. La fonction étant transitive par

rapport aux lettres a, è, c, ..., k, /, nous pouvons amener la lettre a'

à la place de la lettre a, et les n — i autres b', c\ ..., k', V remplace-

ront respectivement b, c, ... k, l. Or ces ?i — i lettres h', c', ..., k', /'

remplaçant respectivement b, c,..., A, /, la fonction sera transitive

par rapport aux lettres

b',c',d\...,k\V,

puis par rapport aux lettres

c',d'...,k',l',

et ainsi de suite. Parmi lesn— i lettres />', c', ...,k', /', nous pouvons

prendre b" et l'amener à la place de A', pourvu que nous déplacions
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convenablement les autres, et les lettres c' , ci' , ...^k, I' seront rem-
placées respectivement par c\ d\ ..., A", /". Les lettres c", d'\...,k\ l"

se trouvent flans les mêmes conditions que les lettres c', d'

,

..., A', /', et

par suite que les lettres c, d, ..., A', /. Et si l'on imagine que l'on con-

tinue ce raisonnement, la proposition devient évidente.

Corollaire I*. ~ Dans uneJonction^.Jhis transitive, on peut nmenei
jx lettres que/conques à telles places que l'on veut.

Corollaire IL — Réciproquement, si dans uneJonction on peut ame-
ner [j. lettres quelconques à telles places que Von veut sans que lafonc-
tion change de valeur. Injonction est p. fois transitive.

Supposons, en effet, que dans une fonction on puisse amener p. let-

tres quelconques à la place de p. autres lettres quelconques. Puisqu'on

peut amener une lettre quelconque a' à la place d'une autre quel-

conques sans que la fonction change de valeur, cette fonction est une
fois transitive. Puisque, sans déranger a', on peut amener une lettre

quelconque b' a la place de b, la fonction est deux fois transitive, et ainsi

de suite.

THEORÏiME. — Si une fonction den lettres acquiert toutes ses valeurs,

considérée comme Jonction de n — p. lettres, elle est p. fois transitive.

Nous avons vu que, si une fonction de n lettres a,h,c,...,l acquiert
toutes ses valeurs considérée comme fonction de ^z — i lettres/», c, ...,/,

elle est transitive par rapport à ses n lettres. D'après cela, supposons
une fonction de n lettres a, b, ...,f, g, ..., A, /, qui acquière toutes

ses valeurs considérée comme fonction des n — u. lettres g,.... A-, /;

elle acquerra évidemment toutes ses valeurs considérée comme fonc-

tion des n — I lettres

h,c,...,f,g,...,kj.,

puis elle acquerra toutes ses valeurs, considérée comme lonction des
n — 2 lettres

c, ...,/, g,..., A,/,

et ainsi de suite; enfin elle acquerra toutes ses valeurs considérée

comme fonction des n — p. lettres

o' • .,A-,/.
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et, par conséquent, la fonction sera transitive par rapport à n lettres,

puis par rapport k n — i de ces dernières, puis par rapport k 7i — i

lettres prises parmi les n — i précédentes, et ainsi de suite. Donc

enfin la fonction est p. fois transitive.

Théorème. — Si une fonction de n lettres est transitive par rapport

à ses n lettres

(i,b,..., f,g,h,

puis transitive par rapport an — i lettres

a', b',.. .,/', g',

puis transitive par rapport an — 2 lettres

n'\ b'\ ..., f",

et ainsi de suite, enfin transitive par rapport à n — jx-^i lettres^ elle

est ij. /ois transitive.

La fonction est transitive par rapport aux lettres a, b, ..., J , g, h, et

elle est aussi transitive par rapport à h — i de ces lettres «', b',...,f',g';

elle est donc deux fois transitive, et par suite elle est transitive par

rapport à n — i lettres quelconques; ainsi la fonction est transitive par

rapport aux n — i lettres

a'\b",...,f",gr,

on voit donc que la fonction est transitive par rapport aux n lettres

a\b",...,f",g,Ji,:

puis par rapport aux n — i lettres

rt", è", ...,/", g,,

puis par rapport aux « — 2 leitres

n", b",..., J";

la fonction est donc trois fois transitive, et si l'on imagine que l'on
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oontinue ce raisonnement, il devient clair que la fonction considérée

est ju. fois transitive.

Théorkme. — UneJonction p.fois transitive, qui n'est pas changée

par une certaine substitution qui ne comprend pas plus de p. lettres, est

invariable par une substitution circulaire de trois lettres quelconques

,

et, par suite, elle n a au plus que deux valeurs.

Supposons, en effet, une fonction qui soit ,a fois transitive et qui ne

soit pas changée par la substitution

/abc ...f...p\
^''

\kl m...b ...q)

qui ne renferme pas plus de p. lettres. La fonction étant p. fois transi-

tive, à la place des lettres a, b, c, .... p, on peut amener d'autres let-

tres quelconques, sans que cette fonction change de valeur; donc aux

places de a, b, c, ..., p, on peut mettre respectivement les lettres

a, a., c, ..., p, la lettre a n'appartenant pas à la substitution (1), et, par

conséquent, la fonction n'étant pas changée par la substitution (i)

n'est pas changée non plus par la substitution

> fnac ...f ...p\
^'''

\kl m...a...q)'

Faisons la sidjstitution (i), puis l'inverse de la substitution (2), et

nous aurons fait eu définitive la substitution circulaire de trois lettres

[baf), sans que la fonction ait changé de valeiu*. Si donc la fonction est

au moins trois fois transitive, à la place des lettres b, a, /, on pourra

mettre dans la fonction trois lettres quelconques; la fonction ne sera

donc changée par aucune substitution circulaire de trois lettres, et je

dis que, par suite, elle aura au plus deux valeurs.

En effet, faire une substitution circulaire {abcf.) revient à faire la

transposition [ab], puis la transposition (rta). La transposition [ah]

changera la valeur F, de la fonction considérée en F,, et la transposi-

tion [aa] changera la valeur F, en la valeur primitive F,. Faisons

ensuite la substitution circulaire [abc) sur F,, et pour cela faisons la

transposition [ab), puis la transposition [ac\ La transposition [ab]

Tome V (a* série). — Ja>viei'. 1839. '
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change F, en Fj, et la transposition [ac) faite sur Fa doit rendre la

fonction F, . Ainsi les deux transpositions (aa) et [ac) qui ont une lettre

commune, produisent le même changement sur la fonction; de même
(ac) produira le même changement que (cd). Par conséquent, [acr.)

et [cd) produisent le même changement sur la fonction. Or toute

substitution peut s'effectuer par une série de transpositions successives.

Si l'on fait une première transposition sur F,, F, deviendra ¥„: en fai-

sant une deuxième transposition sur Fa, on changera ¥0 en F, ; une

troisième transposition changera F, en Fj, et ainsi de suite. La fonc-

tion a donc évidemment au plus deux valeurs, car ou peut avoir

F — F

Ainsi le théorème est démontré toutes les fois que la fonction est au

moins trois fois transitive.

11 reste à déuiontrer qu'une fonction deux fois transitive qui est

invariable par la transposition {ah) n"a pas plus de deux valeurs. Or,

comme dans une telle fonction on peut amener à la place de « et ^

deux lettres quelconques, on voit que cette fonction est invariable par

une transposition quelconque, ou qu'elle est symétrique par rapport à

toutes ses lettres.

Corollaire. — UneJonction de n lettres ne peut être plus de -fois

transitive^ lorsqu'elle a plus de deux valeurs.

En effet, considérons une fonction de n lettres p. fois transitive ; cette

fonction est changée par toute substitution qui s'effectue sur jui lettres;

elle a donc au moins 1.2. 3... 17, valeurs. D'ailleurs le nombre des

valeurs de la fonction est un diviseur du produit 1 .a. 3... [n — |x); on

a donc

1.2.3... [n — |u,)^ 1.2.3... jn,

et, par suite, fx est au plus égal a -•

On peut citer un cas où p. est précisément égal a - Soit la fonction

[ad+bc-hef) [ab-hce-hdj) [ae-^bd-hcf) [ac-hde+ bj)[aj+cd+be)
;

cette fonction est invariable par chacune des trois substitutions circu-
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Jainîs

{acbjed), {abcde), [ahdc],

comme il est aisé de le vérifier.

Cette fonction est donc trois fois transitive; par suite elle a au moins

1.2.3 = 6 valeurs; car il est aisé de voir qu'elle a plus de deux valeurs;

ellen'apas d'ailleurs plus de six valeurs, puisqu'elle doit acquérir toutes

ses valeurs^ considérée comme fonction de trois lettres; elle a donc six

valeurs.

Fonctions de n lettres qui ont deux valeurs.

Quel que soit ?i, on peut former des fonctions de n lettres qui n'aient

que deux valeurs

Prenons en effet les n lettres a, b, c, ..., k, /, et faisons le produit i>

de toutes les différences de ces n lettres, nous aurons

V = {a - b)(a - c) ...{a - k){a - l){b - c) ... {k - l);

v^ est évidemment une fonction symétrique des n lettres, et i^ a deux

valeurs égales et de signe contraire; car v change de signe si l'on trans-

pose a avec b.

Soit F une fonction des n lettres a, b,c,...,l, qui a deux valeurs; on

démontre facilement que cette fonction est changée par la transposition

de deux lettres quelconques. [T'oir \(f leçon de YJlgèbre supérieure

de M. Serret.) D'après cela, désignons par F [a, b) l'une de ces deux

valeurs, l'autre valeur sera F [b, a). Posons

F(a, è) + F(6,a) = 9, 'P[a,b)\> — F{b,a)v = <^,

© et 1]; ne sont pas changées par la transposition [ab)^ et comme aet b

sont deux quelconques des lettres n, b, .., l, les fonctions ç>et(j; sont

symétriques. De ces équations on déduit

F(rt, A)= ?- + ^,i', ou F = <I> + ^i',

Oet W étant deux fonctions symétriques des lettres a, b, ...^ l.

Théorème. — Lafonctionde n lettres qui a deux valeurs, est changée

3,.
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par toute substitution circulaire effectuée sur un nombre pair de let-

tres^ et elle n'est changée par aucune substitution circulaire faite sur

un nombre impair de lettres.

Faisons en effet sur cette fonction la substitution circulaire de a let-

tres (a^c^... g). Pour faire cette substitution, nous pourrons trans-

poser a avec b, puis a avec c, puis a avec d, et ainsi de suite ; et nous

ferons ainsi a — i transpositions. Or ii chaque transposition la fonction

change de valeur; donc [niisque la fonction n'a que deux valeurs, si a

est pair, la fonction change de valeur, et si a est impair, la fonction

ne change pas. Ce qu'il fallait démontrer.

Scolie. — D après cela, pour reconnaître si une substitution ne

change pas la fonction qui a deux valeurs, on décomposera cette sub-

stitution en ses cycles. Si le nombre des cycles qui renferment un

nombre pair de lettres est pair, la fonction qui a deux valeurs n'est

pas changée par cette substitution; si le nombie de ces cycles est im-

pair, la (onction est changée par cette substitution.

Corollaire. — Soit unejonction tf invariable par une substitution A

qui renferme un nombre impair de cycles ayant un nombre pair de

lettres; si l'on multiplie cette Jonction (o par la fonction des mêmes

lettres qui a deux valeurs, on obtient une fonction F qui a un nombre

de valeurs double du nombre des valeurs de ç.

En effet, soient

les p. valeurs distinctes de la fonction ij) que l'on obtient en faisant sur

la première les substitutions

(a) S,,So,...,S^_,;

soit V la fonction des mêmes lettres qui a deux valeurs; faisons surçv

les mêmes substitutions, nous aurons les fonctions

V, i'i, 1^2, ..., i' _ se réduisant à deux valeurs v et c'. Sur les lettres de
fj.

I

la substitution A, faisons successivement les substitutions (a), nous
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aurons les substitutions semblables

A, A,, Ao,..., A^_,;

faisons chacune de ces substitutions respectivement sur les fonctions [b)

de même rang, les premiers facteurs ne seront pas changés, et, d après

le scolie ci-dessus, les seconds facteurs le seront :
on aura donc fx au-

tres valeurs de ^v. Comme la fonction '^^ n'a évidemment pas plus de

2 p. valeurs, elle en a effectivement 2fx.

Ainsi, par exemple, la fonction

[ad+bc+ef) [ab+ ce+df)[ae+hd-^cj) {ac-^de+bf){af+be+cd)

est une fonction trois fols transitive qui a six valeurs, et qui n'est pas

changée par les substitutions

{acb/ed), [abcde], [abdc).

S. nous multiplions cette fonction par la fonction des mêmes lettres

qui a deux valeurs, nous aurons une fonction qui aura douze valeurs,

et qui sera invariable par les substitutions

{abe){cfd), [abcde], {ad){bc);

on voit donc aussi que cette fonction est deux fois transitive.

Fonctions transites dun nombre premier p de lettres. - Fonction

troisfois transitive de p + ^ lettres qui a v.o.... [p - >) valeurs et

fonction deux fois transitive de p-^x lettres qui a i .^... (p-2)X 2

valeurs.

Pour étudier les fonctions transitives d'un nombre premier de varia-

bles, nous désignerons ces p variables par x^^x,, x.,,..., J?p-,, en con-

venant que l'on aura Xa= .r.., si l'on a

a^e{moà. p).

Nous désignerons aussi par {x..x,^^) la substitution qui changera en

générai Xz en x^^^.
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Il est facile de former une fonction

qui soit invariable par la substitution circulaire

pour cela, il suffira de prendre une fonction 1{X(„ x,, Xi,-..-, JCp_,)

qui soit changée par toutes les substitutions, et de faire sur cette fonc-

tion p — I fois de suite la substitution [h) ; on aura ainsi les p fonctions

A [Xq, X
f , Xo-i- , Xp_, j,

A \X) , Xn, Xg,. .., •X'qJ,

A [Xn-i X^, Xi,..., .Vf J,

et, en prenant line fonction symétrique de ces p fonctions, on aura la

fonction {a). Cette fonction transitive, qui est invariable par lesp substi-

tutions (jr,j:'i+,„), a évidemment 1.2... {p — i) valeurs.

Soient w une racine primitive de p , et u un diviseur de p— 1; faisons

sur la fonction [a] la substitution régulière Ix^x^^^) et ses puissances

(j^^aTûUj), nous aurons les fonctions

1 Y (,'''01 '^1 ) •^2) • • ) ^p~t It

} '\'{^0fJC^u,X^^,.,...,X^^_^^^u),

\^)
\ I / \

forn)ons une fonction symétrique de ces fonctions , et nous au-

rons' une fonction W invariable par toutes les substitutions

(d) [Jo^Xau^^^i,).

On voit d'abord immédiatement que si l'on fait sur les fonctions (c)

la substitution (x.x^^u), on passe d'une de ces fonctions à la sui-

vante; par conséquent, W est invariable par {^x^x^u^^ et par ses puis-
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sauces [x.Xa''z)- Ensuite la première des fonctions (c) étant invariable

par les substitutions [x^x,^^)-! la fonction

est invariable par les substitutions

(X ju • X su
I

.

'M z ' M, z+m I
'

OU [x.x^+m)- Donc chacune des fonctions (c) est invariable par les

substitutions f J^- J^z+,„); donc 4^" est invariable par les substitutions

(Xza"o«.)et (jr^ Jr,^.„,),etpar conséquent aussi, parles substitutions((^);

Y est donc une fonction transitive qui a \ .1... [p — o-j-x u valeurs.

Ainsi, soient p un nombre premier, el u un diviseur de p — \, il y a

toujours une jonction transitive de p variables qui a i.i... [p — "î) X m

valeurs.

On doit remarquer, en particulier, le cas où u est égal à i;

dans ce cas la fonction W est une fonction deux fois transitive qui a

1 .2.. . (/) — 1) valeurs et qui est invariable par toutes les substitutions

(j^-^ar+i); cette fonction coïncide avec la fonction résolvante de La-

grange, si l'on prend pour la fonction [a) la fonction

(jr-o+ ax, -y-a}x.;,+...+ af-' Xp_^),

a étant une raciiie ^""'"'^ imaginaire de l'unité.

Nous allons donner une autre méthode pour former les fonctions

invariables par les substitutions [d).

Il est aisé de former une fonction

(e) ? [(-^o)) ^\-> ^^,-1 ^\ji----, -^o/-']

qui soit invariable par la substitution régulière (^x^x^u^\ ; il suffira,

pour cela, de faire cette substitution et ses puissances sur une fonc-

tion quelconque p., et de prendre une fonction symétrique des fonc-

tions
f/., p.,, fJ-j,... ainsi obtenues.

Faisons sur la fonction (e) les p substitutions comprises dans l'ex-

pression [x^x^^/."^, nous aurons p fonctions renfermées dans la
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formule

A: étant susceptible des valeurs o, i, 2,.., p— i- Formons une fonc-

tion symétrique $ des fonctions [f), et nous aurons une fonction in-

variable par les substitutions {d).

Il est d'abord évident que la fonction $ est invariable par les substi-

tutions (jTj. x,+,n); je dis ensuite que celte fonction est invariable par

la substitution (jt, x,;._). Or, par cette substitution ©^ deviendra

[g) 9\{^/. 0." ) ' •^.," + f 0," ' ^0/'+' + k 0," ' •^.>"+' + i ,," 7 • • • ]

,

et de même que la fonction (e) est invariable par (jt- Jc^,.], la fonction

(y) n'est pas changée par ix^_^^. x^u ^_^A et (g) n'est pas changée par

( vC U / U ^IT 2U > U I I

si l'on fait sur i^g) l'inverse de cette dernière substitution, cette fonc-

tion devient

ou
ft,,^"',

ainsi la substitution ix.jcji] change y^ en
(f/.^"',

en faisant

sur les variables la substitution (x. jc^u \, on fait sur les fonctions cp la

substitution (<p^ ?„/;„) ; 'îi fonction $ est donc invariable par Lt^ ^.j'.),

et, par suite, par les substitutions [d).

11 est naturel de se demander ici s'il n'existe pas une fonction trois

fois transitive de p H- I variables, qui ait i .2... (/)— 2) valeurs, et qui,

considérée comme fonction de p lettres, soit la fonction deux fois tran-

sitive qui est invariable par toutes les substitutions [oc.Xaz+b)''> or i-ous

allons démontrer que celte fonction existe effectivement, en sorte' que

l'on a ce théorème :

Si p est un nombre premier, il y n unefonction trois fois transitive

de p + \ variables, qui a \.i...{p — 1) valeurs.

Nous allons donner la forme générale de cette fonction.

Soit 9
I

(.To), J^n x^,, ^,y., x,„,j ..., x^p-^^ une fonction qui est inva-
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riable par la substitution circulaire {^x^ ^,^-)'i tl'aprés ce que nous ve-

Dons de voir, nous aurons une fonction deux fois transitive invariable

par toutes les substitutions {x..Taz+i,)-, en formant une fonction symé-

trique des fonctions suivantes :

'i;[l-3^o)) -^i? ^,„f '^,j''> "^u' '
^^''''-J'

(A") <

nésio;nons cette fonction par

(B) ^{^0, X,, .r,,,..., j:'„/>-=);

soit x',, une [p +- 1)""'"* variable, qui entre dune manière arbitraire dans

la fonction (B); faisons sur cette fonction la substitution

[h) {^'.Tc\x\_...x'^_^)

et ses puissances, x',, jt',, x'j, etc., étant déterminées par les égalités

a: , = j:, , x\^^= x^^^p-2, x^^„ = x^j-i, ..., xj. = J^,^,,,_,_ ^ , • •

;

nous obtiendrons ainsi p fonctions $. Considérons encore la fonction

(C) * {x^, x\ , x^^^->, X^_p-., . .
.

, xj,

que nous obtenons en changeant dans la fonction (B), x^, x,, x.,,...,

Xp_,, x\ respectivement en x'^, a:\, x,,..., x'^_^, x^; enfin, formons

une fonction symétrique de ces /) H- i fonctions 0; je dis que cette

fonction n'est pas changée par les substitutions

(0 {^^^.^o.'---Xo.r-^)^ [k] {x„x,x,...Xp^,), •

Tome V (2' série). — Ja.nviep, iSlJo. 4
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et par (/?), et qu'ainsi elle est trois fois transitive, et a 1.2... [p — 2)

valeurs.

Il est facile de reconnaître d'abord que la fonction est invariable

parles substitutions ( A) et (/). En effet, la fonction (B) n'est pas changée

par la substitution (j), et par suite elle n'est pas changée par

{X, x,^^p-2 x^p-i... X ) on par

('')
.(^'i •<<-• </-');

donc, la fonction (B) étant invariable par la substitution (T), si l'on

fait sur la fonction (B) la substitution [h] et ses puissances, on obtiendra

p fonctions, et les substitutions (^) et (/') ne feront que permuter ces

p fonctions. D'ailleurs, de même que la fonction (B) n'est pas changée

par les substitutions [k) et (/), la fonction (C) n'est pas changée par

les substitutions [h] et (/'); donc la fonction n'est pas changée par

les .substitutions (/?) et [i') , ou par les substitutions [h) et (/).

Reste donc à démontrer que la fonction est invariable par la

substitution (A).

Dans la fonction changeons Xq, a-,, .Tj,.. , Xp_^,x\^ en x'^,x\^

a',,..., -ï'
,1 ^»i nous aurons ainsi une fonction ©', et puisque la fonc-

tion n'est.pas changée par la substitution (//),©' n'est pas changée par

la substitution (A). Si donc nous démontrons que la fonction 0' est

égale à la fonction 0, il sera démontré que la fonction est invariable

par la substitution (A) : c'est ce que nous allons faire.

Remarquons que les fonctions (B) et (C) entrent toutes deux dans

et 0', et il s'agit de démontrer que \es p — i autres fonctions '!> qui

entrent dans sont les mêmes que les /^ — 1 autres qui entrent dans 0';

ce qui revient encore à démontrer que si I on fait sur la fonction (B}

t. fois la substitution ( /i), on aura la même fonction que si l'on fait sur

la fonction (C) u fois la substitution (A), en assignant à n une valeur

convenablement choisie.

En général, si l'on a

c'est que l'on a

ab^^i (mod./;); ou x„^^x\.



PURES ET APPLIQUÉES.

D'après cela, les fonctions (A) peuvent s'écrire :

9

-,;» J

JC X JT X
n-w''--

.]•

(D)

'[(1)'
X

/ -H OJ- r -+- &J
=..]

X
, ^ -^ .

..., X
p— I -t- a''-

]'

9

p— i-t-w p— I

La fonction (B) est une fonction symétrique des fonctions (D). Fai-

sons sur la fonction (B) t fois la substitution [h), la fonction qui ré-

sultera sera la fonction symétrique de ces fonctions

r(j"o), x' .. oc' . X . X _
X

X

x\ 1,

\ [ 5 + ' TT^^' T^ri:^^' 7T^^' TT^:^ 'J

(E) (

j: X X X
']•

—— + t ]

p-Hl

, . . ., X
— -H '

/;— 1-r-t.) /'— r^-CJ- p— H-w* /;— H-c/

De même la fonction (C) est une fonction symétrique des fonctions

suivantes

.]•

(F)

• r (*i), x^.

X. X
.

X

X
.]•

9 r^-r. X r
, , X

,
, j:

f -+- I r -+- ù> / -t- e-j r-t-ij' r-l-w''--J
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et si l'on fait sur la fonction (C) u fois la substitution (/f), on aura une

fonction symétrique de ces fonctions

'G) '

oc.

oc

.

oc.

X

oc

.

, oc

a:

a:

,..., oc
,

1,

—l"^" — 7^'-^"

IC:-")'
a: jf a-

1

'•••' ^
1

'

-, -1- " ÏT-, -1- "

Nous avons à démontrer que t étant quelconque et u convenable-

ment choisi, les fonctions (E) sont égales aux fonctions (G) prises dans

un certain ordre.

Si la première des fonctions (E) est égale à la (/• -<- i
)'«"' des fonc-

tions (G), c'est que Ton a

.To = j:, oc.

OC
^

= JC 3C = OC

.,^+^-

d'où les congruences

'' -^t)

i
\

u \ ^^[ .

{z + ') {t:^' + ") = '' (mod. p).

fO (7-^0(^Ti^-^")
M f= 1 .
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Au moyen des trois premières congruences, on trouve

{m) "~7' ''=— ^ ',>'=— f" (mod. p),

et ces valeurs satisfont effectivement à la congruence générale (/). Ainsi

la première des fonctions (E) est égale à la (/+ i)"^"' des fonctions (G),

si u et r ont les valeurs (m).

Recherchons maintenant si, u étanti^ -^ toutes les fonctions (E) sont

égales aux fonctions (Gl; voyons donc si la deuxième des fonc-

tions (E) est égale à la ( r -1- i -{- ry""^ des fonctions (G), la troisième

des fonctions (E) égale à la (/ + i + 2t)'^""' des fonctions (G), etc.,

et, en général, si la {v -h i)'^""' des fonctions (E) est égale à la

(r -I- I + t'T)'«""' des fonctions (G).

Si la (f -h i)'^""- des fonctions (E) est égale k la ;
r + i H- vz)"'""' des

fonctions (G), on a

_ _i_ / j-u ht

, , v-u. -t-i

r -+- 1' T -f- of'

ce qui donne les congruences

\"' -+- ''>
/ \r -(- l'T + oj' /

in)
I

-T-'n,^.„ + „.-.^

Quel que soit *', la congruence (n) est satisfaite pour les valeurs [m]

de r, u et '.y et pour -= — t'-. Il est donc enfin démontré que la

fonction est trois fois transitive et n'est pas changée par les substi-

tutions {h), {i) et (A).
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Remplaçons jc'^ par jc^; la fonction est invariable par les trois

substitutions («), (A"), [h) qui peuvent s'écrire

toutes les substitutions qui laissent cette fonction invariable sont donc de

la forme f x, ^j^^^^jA ; cette expression a p^ valeurs, mais en suppri-

V cTTny

niant les p valeurs de cette expression qui changeraient z en une con-

stante et qui par conséquent ne peuvent représenler des substitutions,

il en reste />' — p ou [p — i) p {p +- i); par conséquent toutes les sub-

stitutions ( X:^\s,i^^\ laissent la fonction invariable.

V cTïd/

Soint P et P' deux fonctions semblables à 0, et soit /^ la fonction des

mêmes variables qui a deux valeurs. La fonction P+P'/ est une

fonction qui a i .2... (/? — a] X a valeurs et qui est invariable par les

substitutions

cette fonction est évidemment deux fois transitive.

La fonction P 4- P'/ est invariable par la puissance deuxième d'une

quelconque des substitutions /'^^^a^h-bV' ""^ '''* puissance deuxième

\ Cz-hD J

de /jr,XA,^„\ est

Cî-t-D,

^2 •^(A=-t-BC)^-(-B(A-i-D) V
C(A-+-D)ï-4-(CB-*-D')

et l'on a

(A^ + BC) (CB + D-) - BC(A + D)^ = (AD - BC)"-

;

donc la fonction P + P'/ est invariable par toutes les substitutions

( x.x
^ j,\ pour lesquelles AD — BC. est un résidu quadratique.
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Etude des substitutions l x,x.

V Cz+ Oj
Si par la substitution

V • ; .' H- u

la variable x^ n'a pas été déplacée, on a

ce qui clonuc la congruence du second degré

Ck^- (A-D)A-B= o,

«t

/._A — D±v/(A + D)'— 4(AU — BC)

D'après cela, si l'on a

(A + D)=-4(AU-BC) = o,

luie seule lettre restera immobile et la substitution s'effectuera sur /î

A/ariables. Si (A + D)^ - 4 (AD - BC ) est un résidu quadratique, deux
lettres resteront immobiles et la substitution s'effectuera sm p ~ i va-
riables. Enfin si (A + D)^ - 4 (AD - BC) est un non-rés.du, la sub-
stitution s'effectuera aur p 4- i variables.

Reportons-nous au mode de formation de la fonction 6. Ea fonction

© est une (onction symétrique de p + i fonctions 0), et, saut la fonc-
tion (B), toutes ces fonctions se déduisent de !a fonction

(^) 'J' (-^'o, X,, JC,^^„_,,..., X,., x,) = O),;,

en faisant sur celle-ci les substitutions (07-0:. j, {x,x.^,)^ (^, .r.^j),etc.:
désignons ces fonctions respectivement par <!>;,, <^\, $',,.., $''_ h re-
présentons par On la fonction (B).

De même que les substitutions qm laissent invariable la (onction $0
laissent invariable la fonction 0, toutes les substitutions qui laissent
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invariables les fonctions <!>„, <!>', ,$'.,,..., <l>j,_, laissent aussi invariable la

fonction 6, et ce sont les seules substitutions de p et de p — i variables

qui ne changent pas cette fonction trois fois transitive.

$î, n est pas changée par la substitution / x^x
^

\ ; donc <1>'„ n'est

pas changée par la substitution circulaire de p variables

Nous avons p substitutions circulaires différentes en faisant

M r= o, I, 2,..., n — 1 ;P-
en y ajoutant la substitution [x.jc.^, ), nous avons les /? + i substitu-

tions circulaires de p lettres qui laissent la fonction invariable.

Chacune de ces substitutions a p — i puissances; on a donc p' — i

substitutions de p lettres de la forme (p).

Cherchons maintenant les substitutions de p — i variables. La fonc-

tion $'„ étant une fonction symétrique des fonctions (G) est invariable

par les p substitutions circulaires de p — ] variables qui sont renfer-

mées dans l'expression

(/)
/
-^

I
-^

I
-^

I

JC
-.)'

et que l'on obtient en faisant

En donnant aussi à n les valeurs o, i. 2,..., p — i dans cette expres-

sion on obtiendra p" substitutions; mais il est aisé de voir que ces

substitutions ne sont pas toutes distinctes, et qu'il y en a qui sont les

inverses des autres.

Les deux variables qui ne se trouvent pas dans la substitution (r)

sont .r„ et x^ ;
pareillement les deux variables qui ne sont pas per-

- -^- u
I

mutées par

[s) /x
,

X
^

.r
,

... X
,
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sont j:,,' et jc^ . Donc pour que ces deux substitutions s'effectiieni

/

siu- les mêmes variables, il faut que l'on ait

-T-I-U' --(-«
; r

ce qui donne

u^—,-\-u, —h-M^w (mou. p)
r r

"•

' '

OU

[t) i'~p—i\ ^^'^-^-M.

/' et u' ayant les valeurs ainsi déterminées, la substitution [s'i est l'in-

verse de la substitution (r); ainsi w" étant luie quantité ;i déterminer,

on a

hu -7 : -^"' 1-" —

;

TT"*""'
/ -t- I ; -t- w / -f- &j /' -t- '•*

ce , — fct , . . .

,

JL
I

— *37 I I

car cela revient aux congruences

u^
r'-

U-
' / -)- w*—'

«^ -;
; -t- U ^..

et si l'on remplace r' et m' par leurs valeurs ff), ces congruences sont

satisfaites pour w"^ — /".

Les valeurs (<) ne sont plus admissibles dans le cas particulier où

on a i~o, car «' serait infini ; dans ce cas la substitution (/) a pour

inverse la substitution /j: x
,
x ., ...Xp-i, ) qui ne change pas

la fonction $(,.

D'après cela si dans la substitution [r) nous donnons à r les valeurs

Tome V (2' série). — Janvieu 1860. -^
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o, 1,2,..., 5 et a II les valeurs o, i
,
-j,..., /> — i, nous aurons

— substitutions circulaires distinctes de ^ — i variables.

La substitution (/') peut s'écrire /x •^
i

\' °^'' ^''' ^^^'

r-i-r r-t-w/

sant h u'EBZy
r -^ y

( M )
V X:, X

rz — ru H ^— I

J •

r 1 • P — '

et en taisant dans cette expression r= o, i, 2,..., et 11=^0, i,

2,..., p — I , on aina les ^-^-^-^

—

- substitutions circulaires dep — i va-

riables qui ne changent pas 0.

En comptant les puissances de ces substitutions, on aura

'-^ ——— substitutions dep— 1 variables qui ne changent pasB.

La puissance a"^'"'' de la substitution (/•) ou [u) est /x
^

x

ou

[u') r-x. X

rc — ru-i I

1 - w« -J

et remarquons que la substitution [u') comme la substitution (m) ne

contient pas les deux variables x„ et x^
- -h u.
r

Dans l'expression {u') la quantité (A + D)" — 4(AD — BC) est^i,

et par conséquent il est vérifié que c'est un résidu quadratique.

Cherchons maintenant les substitutions circulaires de p -f- 1 varia-

bles. Remarquons d'abord que l'expression [n) peut donner la substi-

tution
[(f)

de p variables; pour cela divisons par r les deux termes de

la fraction qui entre dans l'expression {u). la variable x^ coïncidant
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avec X,., nous ferons /• = oc

, et nous voyons alors que l'expression iu)
donne la substitution (ç), si l'on fait

oj = r, rli — (^)^^i.

La formule (h) peut aussi évidemment représenter les substitutions
circulaires de/? + . variables, si l'on modifie convenablement le sens
des quantités qui y entrent. Ainsi .r„ et a-, cessent d'exister; donc u

h"
/

et - + « sont des imaginaires. Afin que la substitution soit d'ordre

p + \, prenons pour w une racine primitive de la congruence &/+<=!,

/ et u seront alors des imaginaires telles, que~ h u u (l -^ u\ ,/(i— m) ' y^,- /

~ " "^ r(,l„) 'soient des nombres entiers réels. Posons daprés cela

les congruences

A, B, C, D étant des nombres entiers réels. On tire de ces congruences

Posons

(H) AD — BC t

(A-f-D)=— ^-H2'

a congruence (w) deviendra

^) w^ — Aw + 1^0.

Cette congruence étant irréductible, ses racines peuvent être représen-
tées par w et par w'', de sorte que l'on a &i''^' £= i

.

D'après cela, on cherchera une racine primitive de la congruence
cci'-^'— i (mod. p); cette racine sera oj = « + /3 y/^, on l'ajoutera

à son inverse a - /3 v/-i; soit A- la somme : ces deux racines primi-
tives sont les racines de (l).

5..
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k étant déterminé, on calculera A, B, C, D de manière qu'ils satis-

fassent à la congruence' (H); remarquons que AD — BC est un non-

résidu, puisqu'une substitution circulaire de /; + i variables cbange la

fonction qui a deux valeurs; donc, d'après la congruence (H), k -h -î

est aussi non-résidu, et l'on satisfera à cette congruence en posant

on en tu'era

AD-BC= A + 2, A + D= A4-2;

(R) B^ -A-+(A-.)(A-+..)
^ D= /. + a-A.

Ces dernières formules ont été données par M. Serret, dans une étude-

fie ces substitutions. (Comptes rendus de l'Académie des Sciences, du

17 janvier iSSg.)

On aura ainsi les valeurs de B et D au moyen de celles de A et C, et

la substitution circulaire de /; -h i variables aura la forme (p), A, B, C, D
étant des nombres entiers réels.

Il n'est peut-être pas inutile de démontrer ici que les substitutions

que l'on obtient de la sorte sont bien des sid^stitutions circulaires de

p-f-i variables. Les substitutions considérées peuvent s'écrire

(L) r.x,x

[

-i-Hlj — u( \-u\

étant une racine primitive de x''^^ ^ i, et « et / ayant les valeurs

(M)
(A — i)w — r I ^i— w'

C w r C w
-»

que l'on tire des congruences [v). Donc, de même que la substitu-

tion (m) est identique à la substitution (/), la substitution (L) peut se

mettre sous la forme

(N) (x
^

X
,

X
^

...X
,

\,
\ h U h « ; -(- U -t- U I

ce qui est évidemment une substitution circulaire de p+ i variables.
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Dans les expressions (R), nous pouvons donner à A les valeurs

o, 1, 2,..., /J— i; ce qui nous donnera p{p — i) substitutions de ^ -t- i

variables; mais elles ne sont pas toutes distinctes, car — ' de ces

substitutions sont les inverses des ^-^ autres. En effet, la substi-
2

tution

(N') f^ ,
'"^

,
•"-

i

...oc
^

est linverse de la substitution (N), si l'on a

et cela est évidenuiient piouvé par le raisonnement qui a servi à dé-

montrer que la substitution (j) est l'inverse de (/), si ces deux cou-

gruences ont lieu. Représentons la substitution (N') par ( x^ •^a-.^p,'

V C'z-t-U'

et remplaçons dans les deux dernières cougruences u et / par leurs

valeurs (M), i^ et /' par leurs valeurs analogues; ces deux congruences

jointes à ces deux-ci :

donneront

A'=D, B'=-B, C= -C, D'e=A.

Il suit de là que si dans les congruences (K) on donne A les valeurs

0,1,2,...,^ — I, et à C seulement les valeurs 1 , 2,..., ^-
•, on aura

les —^ substitutions circulaires distinctes de p + 1 variables.
2 '

En formant les puissances de ces substitutions, nous aurons —~——
2.

sid)stitutions régulières de p -\- i variables.

Ajoutons à toutes les substitutions que nous avons trouvées, la

substitution [jc. x,), et nous reconnaissons que Iciu- nombre est
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{p — ï) p' p -\-i); nous vérifions ainsi que nous avons considéré toutes

les substitutions [p).

Fonctions transitives de p" variables^ p étant premier. — Fonction

trois Jois transitive de p" + i variables qui a 1.2. . . [p" — 2)

valeurs et Jonction deux jois transitive de p'-i-i variables ^ qui a

i.a...
{

p'' — 2) X 2 valeurs.

Soient p un nombre premier, et i une racine d'une congruence irré-

ductible du degré c, F(a:')^o(mod. p) : considérons l'expression

(T) '«0-1- a, / + «2 «^ + ... + «,._,
/'"',

dans laquelle on prend les valeurs de v-o, a,, ce.,, etc., qui sont entières

par rapport au module p; cette expression est susceptible de p" va-

leurs distinctes, et, sauf la valeur zéro, ces p" valeurs satisfont à la con-

gruence binôme

il) z""-' —1^0 (mod. p).

Soit |S une de ces p'' — i valeurs; posons

P"^ I (mod. p):

le plus petit nombre ?2 pour lequel a lieu cette congruence est un

diviseur de p'' — \. Si ce nombre n est égal à // — i
,

]S est dite racine

primitive de la congruence (2) [*J.

Ces principes, qui sont dus à Galois, ayant été rappelés, nous voyons

que nous aurons p" variables en mettant comme indices à la lettre oc

les // qualitités f r), et en répétant presque littéralement les raisoiuie-

ments que nous venons de faire, nous pouvons étendre aux fonctions

de p" et de p" + i variables, les théorèmes que nous avons démontrés

pour les fonctions de p et de p + 1 variables. Nous allons donc re-

prendre très-rapidement ces propositions.

Soit ?« une quelconque des quantités (1), la substitution {.x-sc.+,n)

est une substitution régulière composée de /:j"~' cycles de ^ lettres. Soit

>. une fonction quelconque; faisons sur X les /)'' substitutions (ar^ Xj^,,,),

['j .).-A. SeiTft, /llgcbrc supérieure, 25" leçon.
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nous obtiendrons les p" fonctions X,l,, X2,..., X,/_, ; formons une fonc-

tion symétrique (j; de ces // fonctions, nous aurons une fonction transi-

tive invariable par toutes les substitutions {x.jc.^,,,).

Soient a une racine primitive de la congruence (2), et n un diviseur

de p" — I, faisons sur la fonction i|i la substitution régulière (x x^i/

j

et ses puissances, nous aurons les^^ fonctions cj;, ij>,
, 4'2v > ^t en

formant une fonction symétrique de ces fonctions, nous aiuons une

fonction W invariable par toutes les substitutions [jc, JCa«-+i,), aet b étant

de la forme (i).

D'après cela, p étant un nombre premier et it un diviseur de p"— i,

il V a toujours luie fonction transitive de p" variables qui a

1.2... (»' — 1) X u valeurs.

Dans le cas où u est égal à i, cette fonction est deux fois transitive.

Soit
(f
une fonction invariable par la substitution régulière (.r,x^«^j;

faisons sur ç toutes les substitutions [x-X-+,„), et formons une fonc-

tion symétrique $ des fonctions ainsi obtenues, est aussi une fonc-

tion invariable par toutes les substitutions [jc^JCaitz^i,).

Désignons par

une fonction deux fois transitive invariable par toutes les substitutions

[x,œaz+i,); faisons sur cette fonction toutes les substitutions Ix, -a^',
^.,^),

u\ étant égal à x/, nous obtiendrons ainsi p' fonctions, ajoutons-y

a

la fonction

9 (.X'i,, X,, X^y^2, •Sî'f.y — 3)- • -, 3^,,,) ;

enfin, formons une fonction symétrique de ces p' + 1 (onctions, nous

aurons une fonction trois fois transitive invariable par toutes les sub-

stitutions

C;-t-D,

A, B, C, D étant des quantités de la forme (i).
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Soienl P et P' deux fonctions semblables à 0, et soit y la fonc-

tion des mêmes variables qui n a que deux valeurs. Si p est lui nombre

premier autre que 2, P + P';( est une fonction deux fois transitive qui

a 1.2... (// — 2) X 2 valeurs, et qui est invariable par toutes les sub-

sliiutions pour lesquelles AD — BC est résidu quadratique.

Parlons maintenant des substitutions (3). Considérons la quantité

(4;' (A+D)='-4(AD-BC).

Si cette quantité est ^o, la substitution (3) s'effectue sur // varia-

bles. Si p est différent de 2, la quantité (4)pst un résidu quadratique,

quand la substitution s'effectue sur p'' — i variables. Si p est différent

de a, la quantité (4) est un non-résidu, quand la substitution s'effectue

sur p' -f- I variables.

Toutes les substitutions de p'' variables sont des sid^stitutious régu-

lières composées de p'~' cycles de /; lettres; elles sont renfermées dans

les deux formules

-t- u;- ) s— u' ;) I

rï -I- 1 — ur J

Les substitutions circulaires distinctes de p'' — i variables sont toutes

comprises dans l'expression

(5)
(- 1- ru I z — « ( 1+ M<- I

1 — '-.) /

]

M étant une racine primitive de (a). En donnant a u et / les p' valeurs

dont ils sont susceptibles, on aurait p**" substitutions circulaires de

p" — \ variables; mais groupons ces substitutions deux à deux, de ma-

nière que si M et r ont les valeurs li et r' pour l'une des substitutions,

et les valeurs W et r " pour l'autre, on ait

U'=;^, + M",
J,

les substitutions de chaque groupe seront inverses l'une de l'autre, et

par conséquent il suffira de prendre une substitution de chacun de
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ces groupes. Il faut toutefois remarquer que les p' substitutions pour

lesquelles r est^ o, ne peuvent être groupées avec aucune autre ; l'ex-

pression (5) donne donc — substitutions circulaires distinctes.

La puissance a.""'" de la substitution (5) s'obtient en changeant w

en w"-

Occupons-nous enfin des substitutions circulaires de p^-h i variables.

Ces substitutions seront encore données par l'expression

[

(rT7^)^")'-"(7^") r

mais alors w sera une racine primitive de w'"'^' ^i, et r et « seront des

imaginaires de la forme p-o+ u, w, |u.o et |u., étant des quantités de la

forme (f). De plus, r et u devront être tels, que l'on ait

1 A / 1 \ B w D/i \ B

ri— w) C ' /• 7 C r(i — w) C

A, B, C, D étant des nombres de la forme (i).

On tire de ces congruences

,^, AD— BC

(A + D)'— (i+ «)'

on peut poser

AD — BC I

(7) 71(A + D)'— A--1- 2
'

k étant un nombre de même forme que A, B, C, D, et la congruence (6)

devient

(8) tii^ — ku -+- I ^o.

Cette congruence doit être irréductible, et à cause de la forme de k.

ses deux racines peuvent être représentées par w et u^' , de sorte que

l'on a &)'^'"^'^i (mod.p). On cherchera donc une racine primitive de

la congruence zP'"^'^! (mod. p)^ on l'ajoutera à la racine primitive

Tome V (2* série). — Février 1860. O
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inverse; soit k leur somme : ces deux racines primitives sont les ra-

cines de la congruence (8).

k étant ainsi déterminé, on calculera A, B, C, D de manière qu'ils

satisfassent à la congruence (7); à cet effet on posera

AD - BC= A -f- 2, A + D= A- + 2,

et l'on en tirera

^__A-^(A-0(/- + .)^ D^A- + 2-A.

On aura ainsi les valeurs de B et D au moyen de celles de A et C,

et la substitution circulaire de p" -h- 1 variables aura la forme (3), A, B,

C, D étant des nouibres de la forme (i).
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NOUVELLE THÉORIE

DES

FONCTIONS DE YAlilABLES IMAGINAIRES;

Par m. Maximilien MARIE,
Ancien élève de EEcoIe Polytechnique.

TROISIEME PARTIE.

DE LA MARCHE DES VALEDES d'uNE FONCTION IMPLICITE DÉFINIE

PAR UNE ÉQUATION ALGEBRIQUE.

CHAPITRE VI.

De la marche des valeurs d'une fonction d'une seule variable.

(>8. Une fonction qui peut prendre plusieurs valeurs pour une

même valeur de la variable, dont elle dépend, n'est pas déterminée par

la valeur de cette variable.

Cependant, si à cbaque couple de valeurs de la variable et de la

fonction il ne correspond qu'une seule valeur du rapport de leurs ac-

croissements infiniment petits, la fonction sera tellement liée à sa va-

riable, que dès qu'on aura fait choix pour l'une et l'autre de valeurs

uiiliales, se correspondant, et réglé la marche de la variable, la fonc-

tion, assujettie à varier d'une manière continue, ne pourra plus

prendre qu'une seule valeur pour chaque valeur de la variable.

Il convient toutefois, provisoirement, d'excepter le cas où la variable

et la fonction prenant à un moment donné des valeurs auxquelles cor-

respondît une valeur infinie ou multiple de la dérivée de la fonction,

on n'aurait d'ailleurs aucun moyen de lever l'indétermination qui pè-

serait dès lors sur la marche ultérieure de cette fonction.

6..
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Ce cas étant excepté, si l'on a attribué à la fonction y une valeur

initiale ya, choisie parmi celles qui correspondent à la valeur initiale

Xa fie la variable x, et qu'on ait fixé la marche de cette variable en

établissant entre ses parties réelle et imaginaire une relation, soit ar-

bitraire, soit imposée par la question qu'on voulait traiter, on pourra

demander ce que sera devenue la fonction, lorsque la variable aura

atteint une valeur quelconque ,r,, prise parmi celles qu'elle peut rece-

voir.

Cette importante question a été posée d'abord par M. Cauchy ;

M. Puiseux depuis, MM. Briot et Bouquet ensuite, s'en sont occupés,

et ont soit donné plus de certitude aux démonstrations, soit obtenu

des résultats nouveaux, mais sans s'écarter de la méthode proposée par

1 illustre maître.

69. Cette méthode est fondée sur la remarque suivante :

La variable x étant représentée par a -t- /3 y — i , si poin- définir

sa marche, d'une valeur jr,, à luie valeur .r, , on établit successive-

ment, entre ses parties réelle et imaginaire, deux relations distinctes

9 (a, j3) = o et ij; (a, j3)=: o; que ç(a, /3) = o, ni '^{a.^ P) = o n'ad-

mettent comme solution aucun des couples [rt, />], [rti,^,], etc., de

valeurs de a et |3 correspondantes aux valeurs de x, pour lesquelles

— peut être infini ou indéterminé, et qu'enfin la relation ij>(a,j3) = o

puisse se transformer insensiblement en 9(a, j5) = o sans que dans

aucun état intermédiaire elle admette comme solution l'un des sys-

tèmes de valeurs exceptionnelles [a, h\ [«,, 6, ], etc., de a et /5 :

j, partant dans les deux cas delà même valeur initiale jo) arrivera

à la même valeur finale j-,.

l'our rendre cette idée plus claire et simplifier le langage, M. Cauchy

figure le chemin qu'il fait suivre à x, par une courbe dont l'abscisse

serait a et lordonnée |3, il marque sur le même |)lan les points dange-

reux [a, è], [fl,, hC\i etc., par où le chemin ne doit pas passer, et il

peut dès lors énoncer- la proposition précédente en disant que si les

chemins y (a, /3) = o, '^{cf.^ p) = o peuvent se réduire l'un à l'autre

sans rencontrer un des points dangereux, y partant, dans les deux

cas, de la même valeur initiale, arrivera à la même valeur finale.
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Le principe que nous venons d'énoncer foiu-nil immédiatement les

conséquences suivantes :

1°. Si la variable x doit passer de la valeur Xo à la valeur jc,, |)ar un

certain chemin -p (a, ]3) = o, on pourra substituer à un arc de ce che-

min un autre arc quelconque ayant les mêmes extrémités, pourvu

qu'aucun des points [rt, è], [rz,, Z^, ], etc., ne soit compris entre les deux.

2°. Si le chemin a/((Z,|3)= o est fermé, les deux extrémités x,,, x,

se confondant, et qu'il ne comprenne dans son intérieur aucun des

points [a,h\, [cz,. /?, ], etc. ; la fonction j reviendra à son état primitif

lorsque la variable x reprendra elle-même sa valeur initiale.

3°. Au contraire, si le chemin fermé © (a, (i) = o ne peut se réduire

à un point, sans rencontrer l'un des points [n, h\, [«,, i,], etc.,

en général, j ne reprendra pas sa valeur initiale en même temps

que X.

4". Si le chemin ç ( a, jS) = o, non fermé, ne peut pas se réduire à

un chemin convenu, la ligne droite par exemple, sans rencontrer quel-

ques-uns des points [a, /;], {a^, h,], etc., la valeur finale j-, de j-,

correspondante à la valeur finale jr, de x, changera seloi} que ce

sera tel ou tel des points [«, b], [a,, /», ], etc., qui se trouvera en-

clavé; selon qu'il y en aura un seul, ou deux, trois qui se trouveront

enclavés.

70. La question analvtique à laquelle se trouve ramenée, dans cette

théorie, la question concrète proposée, consiste donc à découvrir les

permutations qui pourraient s'être produites entre les valeurs initiales

de j, lorsque les fonctions continues, simultanément définies par cette

lettre, auraient achevé leur évolution en même temps que x.

Cette manière d'envisager la question, quoique singulière, n'offre

en réalité rien de choquant, mais nous ne croyons pas qu'il eût fallu

s'y arrêter.

Les points sirjguliers autour desquels tout tourne, dans la théorie de

M. Cauchy, se distinguent des autres par un caractère analytique sail-

lant, à la vérité, mais actuel et subjectif. Par eux-mêmes ils n'ont rien

de remarquable, ils correspondent seulement à quelques états du phé-

nomène étudié qui, en raison de la position du point où l'on s'est placé

pour voir, appartiennent au contour apparent du spectacle.
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Le point de vue venant; à changer, ces points si remarquables à

l'instant même, autour desquels tout allait pivoter, viendront se

confondre dans la masse des autres, il n'en sera plus question, et

d'autres points viendront se substituer à eux dans toutes leurs préro-

gatives.

La théorie d'une fonction n'est cependant que la théorie d'un phé-

nomène; si le point de vue change, les lois du phénomène étudié peu-

vent bien changer de forme, mais le fond en reste le même.

i/équation d'une ellipse change lorsqu'on change l'origine et la

direction des axes, mais elle jouit toujours des mêmes propriétés ca-

ractéristiques ; l'ordonnée n'est plus la même fonction de labscisse,

mais les deux fonctions ne diffèrent pas à ce point que, dans la théorie

de l'une, le point de contact de la courbe avec la tangente qui y se-

rait menée parallèlement à l'axe des^, ait, naturellement, une impor-

tance capitale, qu'il va perdre entièrement dans la théorie de l'autre.

I^e système des points \a, b], [a,, h, ], etc., forme le contour appa-

rent du phénomène étudié, par rapport au point de vue placé à l'in-

fini sur la ligne des j"; mais il change, le pliénomène étudié restant le

même, chaque fois que le point de vue change ; comment donc ces

points seraient-ils tour à tour et d'une importance si capitale, et d'une

oisiveté si complète?

h\ question au reste, à proprement parler, n'a été résolue que pour

le cas d'un chemin fermé, enveloppant un ou plusieurs points dange-

reux, car la méthode adoptée pour ce cas exceptionnel ne pouvant

plus être d'aucune ressource dans tout autre, et défiant l'imitation,

par sa singularité même, on n'a proposé du cas général qu'une

solution où l'arbitraire et le tâtonnement sont à peu près les seules

règles.

La singularité de la méthode adoptée a fait regarder la question

connue beaucoup plus difficile (ju'elle n'est en réalité; c'est là ce qui

explique comment, ayant obtenu la solution du problème dans le cas

le plus simple, on s'est contenté, pensant ne pouvoir aller au delà,

d'entrevoir la possibilité d'appliquer au cas général une méthode de

tâtonnements, qui eût aussi bien convenu au cas particulier, mais qu'on

n'v avait pas appliquée, parce qu'elle fournit bien moins une solution

qu ini expédient pour supprimer la question elle-même.
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Cette méthode de tâtonnements se réduit à l'emploi de la série de

Taylor pour le calcul de proche en proche de la fonction, en ména-

geant les écarts successifs de la variable, de manière que la série reste

toujours convergente. Ce procédé convenant également bien à tous les

cas, il est clair qu'admettre la solution qu'il fournit revenait à sup-

primer la question elle-même.

Mais, au reste, la solution de la question proj)Osée, quel que soit

l'intérêt particulier qu'elle reçoit de la théorie îles intégrales, devait

aussi pouvoir servir à déterminer, d'une manière certaine, les condi-

tions de convergence de la série de Taylor, qu'on ne connaissait pas

encore exactement; par cette raison il impôt tait de la traiter' par une

méthode directe.

L'étude de la série de Taylor dépendait éxidcmment de celle de la

marche et des permutations des valeiu's de la fonction, et non pas

l'inverse.

71. Nous aurons à revenir sur la condition que le chemin parcoiu'u

par X ne passe yir aucun des points [ri, Z»], [rt,, /!>,], etc. : sans en-

tamer encore aucune discussion à cet égard, nous obsei\erons toute-

fois que le contraire pourrait arriver, sans que la moindre indétermi-

nation pesât sur la marche ultérieure de j, si, au moment où x attein-

drait luie des valeurs a -h /> \/
— i , «, + è, V — ' ? ^^*^-

? J' était venu

p^endre la valeur de l'une des racines finies et simples de l'équation

qui définit cette fonction.

Nous remarquerons encore que la méthode de M. Cauchy, propre

au cas où la marche de x est définie par une équation entre ses deux

parties réelle et imaginaire, ne conviendrait plus, sans du moins

exiger une élimination, la plupart au temps impossible à faire, au

cas où la loi de progression serait donnée par une équation entre

les parties réelles et imaginaires de x et de j-, ou par deux ou trois

équations entre ces mêmes parties et une ou deux variables intermé-

diaires.

Otte remarque n'est pas sansimportance, car si l'on p.ouvait choisir

à volonté la forme sous laquelle sera posée la condition nécessaire poiu-

fixei' la marche de x et de j , on pourrait, la plupart du tenqjs, singu-

lièrement simplifier la question. Nous avons habituellement conserve
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à la condition la forme que lui donne M. Cauchy, mais notre méthode

s'appliquerait, sans modifications, à tous les autres cas.

72. La question qui nous occupe, lorsque la fonction n'entre qu'au

second degré dans l'équation qui la définit, est d'une simplicité telle,

que nous croyons devoir traiter ce cas à part. Les équations du se-

cond degré se présentent d'ailleurs si fréquemment dans la pratique,

qu'il y a lieu d'en faire l'objet d'une étude spéciale.

L'équation

étant du second degré par rapport à /, et d'ailleurs algébrique,

donnera

jr = P±s/Q,

P et Q étant deux fonctions rationnelles de x qui n'auront chacune

qu'une valeur pour chaque valeur de x.

X variant d'une manière continue de .Xq = cCo + |3o y— i à

X, = a, + p, v^— 1 , en suivant un chemin 9 (a, |3) = o, j partira de

l'une de ses valeurs, qui correspondent à a: = x^, valeur que nous

désignerons par j oi ^t q»' pourra être

Po + VQo
ou

Po - VQ"o,

et la question sera de savoir ce que j", assujetti à varier d'une ma-

nière continue, sera devenu lorsque x aura atteint la valeur x^.

Or la valeur finale de j se composera de la valeur finale de P, sur

laquelle U ne s'élève aucun doute, et de la valeur finale de j^ — P : on

pourra donc simplifier la question en prenant j — P pour variable au

lieu de_;'.

En désignant par z cette nouvelle variable, on n'aura plus à s'oc-

cuper que de l'équation

ou _
z = ± VQ.
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Les deux valeurs de z correspondantes à une même valeur de x se-

ront toujours différentes, et ct-peudant une des difficultés de la cjues-

tion est précisément de les distinguer l'une de l'autre, de fixer le lan-

gage de manière à n'y laisser subsister aucune ambiguïté.

Notre méthode nous eu donne immédiatement les moyens, car les

deux solutions, qui correspondront à une même valeur de oc, auront

toujours leurs caractéristiques de signes contraires.

En conséquence, il suffira toujours de rechercher ce que sera de-

venue la caractéristique C de la solution mobile pour savoir ce que

sera devenue cette solution elle-même.

Si z est parti, par exemple, de la valeur initiale

Co étant positif, sa valeur finale sera

z, = a'j + |3iC, V— I,

ou

c, = — a, — /3, C, V- I.

suivant que C aura changé de signe un nombre pair ou un nombre
impair de fois. Or il ne sera jamais difficile de savoir combien de fois C
changera de signe pendant que x passera, par le chemin 9 (a, ^ ) ^ o,

de la valeur x^ à la valeur a:,, puisqu'on aura deux équations entre

C, a et p.

Voilà tout ce à quoi se réduirait la méthode que nous proposerions

pour les équations du second degré. Il suffira de l'appliquer à quel-

ques exemples pour montrer que la pratique en est aussi simple que
la théorie.

75. La méthode que nous appliquerons aux équations de degré

supérieur au second ne sera guère plus compliquée dans ses moyens,

quoiqu'elle doive exiger souvent des calculs délicats; elle ne sera au

reste qu'un simple prolongement de celle que nous venons d'indiquer

pour les équations du second degré.

La question se réduira toujours à savoir, à chaque instant, sur quelle

conjuguée de la courbe proposée le point \xj\ sera venu se placer et

Tome V (1* série). — Février 1860. 7



5o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

sur quelle branche de cette conjuguée il se trouvera, car alors on

pourra déterminer la valeur qu'aura prise la fonction j".

Nous observerons avant tout que s'il n'est pas impossible qu'à une

même valeur imaginaire de x il corresponde deux valeurs, ou plus,

de j" fournissant des points d'une même conjuguée, cela du moins

n'arrivera qu'exceptionnellement.

Car si entre les deux relations que fournira l'équation de la courbe

et jS' = jSC, on élimine a' et j5', il restera une équation entre a, j5 et C

d'où l'on rie tirerait pour C des valeiu's égales qu'autant que a et p sa-

tisferaient à une condition particulière qui, encore même exprimée,

pourrait bien soit ne pas être réalisable, soit déterminer a et /3 [*].

74. Cela posé, les conjuguées d'une courbe f{x, j-) = o se divisent

en deux catégories distinctes, la première comprenant les conjuguées

[*]Sià

correspondaient à la fois

et

x^ a + ^ y/

—

I

on pourrait, en dirigeant convenablement l'axe des >-, rendre en même temps réelles

les deux valeurs considérées de j, sans qu'elles cessassent de correspondre à une même

valeur de x. Les deux solutions deviendraient donc

y = Y,

et

/ = / ;

ainsi les points correspondants appartiendraiant à la conjuguée C = o dans le nouveau

système d'axes.

Or pour qu'à une valeur de x, a + p \/— «> >' corresponde une valeur réelle de j,
il faut déjà que a et p satisfassent à une certaine condition précise; et si l'on demande

qu'à la valeur a + [il y — I il corresponde deux valeurs réelles de j, en général, si

cette condition peut être remplie, elle déterminera a et p.
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qui touchent la courbe réelle, la seconde celles qui ne la touchent pas.

Or le passade du point [jc^] d'une conjuguée d'une catégorie sur

une conjuguée de l'autre, ne peut avoir lieu qu'au moment où ce

point passe sur une conjuguée, limite commune des deux catégories,

qui touche à la fois les lieux enveloppes : ces passages devront être re-

levés avec soin, et comme d'ailleurs la conjuguée servant de lien entre

les deux catégories aura généralement sa caractéristique comprise en-

tre les caractéristiques des conjuguées de l'une et de l'autre catégorie

qui la comprennent elle-même, le signe de la dérivée de C, prise par

rapport à la variable indépendante, au moment où le point [ï'/] pas-

sera sur la conjuguée limite, suffira pour décider si ce point va changer

de catégorie de conjuguées ou s'il rebroussera chemin.

Les conjuguées limites, dont nous venons de parler, peuvent être eu

nombre quelconque; ce sont habituellement celles qui touchent la

courbe réelle en ses points d'inflexion ou de rebroussement ou en ses

points situés à l'infini.

2°. Si la courbe réelle a plusieurs branches [*], les conjuguées qui la

touchent devront être divisées en autant de classes.

Le point [xj] ne pourra se transporter d'une conjuguée apparte-

nant à une classe sur une conjuguée appartenant à la classe voisine,

qu'en traversant celle qui sert de lien entre les deux classes; d'ail-

leurs la caractéristique de cette dernière conjuguée sera encore habi-

tuellement comprise entre les caractéristiques des deux conjuguées

de l'une et de l'autre classe qui l'avoisinent immédiatement; de sorte

que si l'on a déterminé le signe de la dérivée de C par rapport à la

variable indépendante, au moment du passage du point [jc/] siu' la

conjuguée limite, on pourra encore dire si le point [x^] a ou non

changé de classe.

Les conjuguées qui séparent les différentes classes les unes des au-

tres sont celles qui ont pour caractéristiques o ou oo et quelques-unes

de celles qui touchent la courbe réelle en ses points singuliers; la dis-

cussion préalable de la courbe les fait suffisamment connaître.

[*] .l'entends par branches de la courbe réelle les portions fournies par les diffé-

rentes valeurs dey que donne l'équation.
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Les conjuguées qui ne touchent pas la courbe réelle se divisent de

la même manière en plusieurs classes, lorsque leur enveloppe imagi-

naire se compose de plusieurs branches ou comporte des points singu-

liers.

3". Chaque conjuguée peut être composée de parties distinctes et

séparées. Dans ce cas, le point [jy] ne saurait se transporter de l'iuie

sur une autre, qui en est éloignée d'une quantité finie, qu'en prenant,

avant tout, son passage sur une conjuguée particulière ou les deux
parties en question se confondent ou aient au moins un point com-
mun : ces passages peuvent être relevés comme tous les précédents,

parce qu'ils sont toujours signalés par un caractère analytique plus ou
moins saillant.

4°. Enfin chaque arc dune conjuguée quelconque tangent à l'en-

veloppe réelle ou à l'enveloppe imaginaire se trouve naturellement

décomposé en deux branches par le point où il touche l'une des deux
enveloppes. Le point [ory] ne peut passer d'une des branches sur l'au-

tre qu'en passant sur cette enveloppe; nous donnons les moyens de
savoir s'il change alors de branche.

7o. Nous n aurons pas à revenir dans nos explications générales sur

les passages du point [jc/] par une conjuguée servant de lien entre

les deux catégories ou entre deux classes appartenant à une même
catégorie; nous regardons comme suffisamment traitées, dans ce qui
précède, les questions que pourrait soulever l'analyse des circonstances

qui accompagnent ces passages.

On verra au reste, par les exemples que nous traiterons, qu'on peut
toujours lever toutes les difficultés, peu considérables d'ailleurs, que
présente, dans ces différents cas, l'analyse des faits.

Nous passons de suite a l'examen des questions de détail cpii né-

cessitent des explications spéciales.

76. Quoique les solutions d'une équation

/{jc, j) = o

puissent toujours toutes se permuter les unes dans les autres, ce qui

au premier abord semblerait interdire toute dislinction entre elles.
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nous les étudierons cependant dans trois états principaux, très diffé-

rents à certains égards.

Lorsque j: et jr parlant de valeurs réelles a, h prennent des ac-

croissements imaginaires très-petits, le point [x/] se transporte, à une

très-petite distance de la courbe réelle, sur une conjuguée tangente à

cette cotube en un point voisin du point [a, /;>], dont la caractéristique

diffère par conséquent très-peu du coefficient angulaire de la tangente

à la courbe réelle au point [rt, J)\.

Dans ce cas, si x redevient réel sans avoir dépassé de certaines li-

mites j>^, redevient en même temps réel, le point [jr^'] repasse sur la

courbe réelle, et si la partie imaginaire de x change de signe, la

même chose arrive à la partie imaginaire de y; le point [x/] se

transporte donc sur la nouvelle conjuguée qui le contient du côté op-

posé à celui où il se trouvait d'abord par rapport au point de contact

de la coiu'be réelle avec la conjuguée qui le contenait

Lorsque x part d'une valeur réelle à laquelle correspond une va-

leur imaginaire dej- et que les deux variables prennent des accroisse-

ments imaginaires très petits, le point [xj\ se transporte sur une con-

juguée dont la caractéristique diffère peu de Tinfini positif ou né-

gatif.

Dans ce cas si x redevient réel, sans avoir dépassé de certaines li-

mites, j reste imaginaire, et si la partie imaginaire de x change de

signe, la partie imaginaire àcj conserve le sien, d'où il résulte que la

caractéristique du point [^7] en change.

I>es mêmes faits se passent dans un autre ordre, quand le point [xy^

passe sur la conjuguée C =; o : la caractéristique change alors de signe

en même temps que la partie imaginaire àe j.
Enfin le troisième cas que nous considérons est celui où le point

[xy\ prend des positions voisines de l'envelojjpe imaginaire : au mo-
ment où il passe sur cette enveloppe, on doit chercher à savoir à

quelles cotiditions il changerait de branche sur sa conjuguée divisée par

le point où elle touche l'enveloppe.

77. Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une solution où les parties

imaginaires de j et de j: soient en même temps aussi petites qu'on le

voudra, à laquelle par conséquent corresponde un point infiniment peu
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éloigné de la courbe réelle et ajjparteDant à une conjuguée tangente

à cette courbe.

jr variant d'une manière continue, le point [jy] ou bien restera

sur la même conjuguée, ou se transportera sur une conjuguée voisine

appartenant à la même catégorie; il ne pourra d'ailleurs passeï' d'une

branche supérieure sur une branche inférieure, ou réciproquement,

sans passer sur la courbe réelle; il restera donc sur la même suite de

branches tant que la partie imaginaire de a; ne passera pas par zéro;

mais si la partie imaginaire de x passe par zéro et change de signe,

en général la partie imaginaire de y changera aussi de signe, et le

point [x"/] passera d'une branche supérieure siu' une branche infé-

rieure, ou inversement.

En effet, représentonstouioursxpar a-t- jSy — i et^ par a'+ |3'v'— i;

soient en conséquence a. et a' les valeurs que preniient x et jr au mo-

ment ou
fj

et p' s'annulent : poiu- obtenir les coordonnées d'un point

infiniment voisin du point [a, a'], on pourrait faire varier à la fois a

et a', |3 et |5'; mais comme en faisant varier a et a' on ne ferait que

déplacer le point de départ sur la courbe réelle, ce qui ne peut avoir

d'utilité, il suffira de faire varier |3 et P' : or C désignant la dérivée de

^' par rapport à x au point x = a,)^ = a', ou la caractéristique de

la conjuguée qui toucherait la courbe réelle en ce point; si x prend

la valeur a -+- d^\'— i, / deviendra a' -f Cd^yj— i, le point

[a + d^ V —^ ?
o"-' + C^/5 V — I

]

restera donc sur la conjuguée C; mais, suivant que rfjS sera positif ou

négatif, le point

[
a -+- WjS V — 1 5 a' + C d^ V — '

J

se trouvera d'un côté ou de l'autre du point [a, a'J.

78. Passons aux solutions du second groupe.

Les valeurs imaginaires de j, tirées d'une équation algébrique

sont conjuguées deux à deux lorsque x est réel, et elles conservent
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une certaine trace de ce caractère initial lorsque x varie ensuite par

valeurs imaginaires dans de certaines limites; c'est-à-dire que lorsque

jc prend des valeurs imaginaires voisines de sa valeur réelle initiale,

les valeurs iniaginau'es de j" qui dérivent de celles qui étaient conju-

guées deux à deux, restent d'abord à peu près conjuguées, ou telles,

qu'en les rangeant deux à deux convenablement, on en trouverait

les parties réelles j)eu différentes et les parties imaginaires à peu près

égales et de signes contraires.

Or de deux points ayant ainsi leurs abscisses à peu près égales et

presque réelles et leurs ordonnées à peu près conjuguées, l'un appar-

tiendra évidemment à une branche supérieure d'une conjuguée et

l'autre à une branche inférieure d'une conjuguée infiniment voisine.

Au reste, les caractéristiques de ces deux conjuguées seront évidem-

ment de signes contraires.

Car si x passe de la valeur a. à la valeur a. -+- da + dfi y — i , dans

les deux valeurs correspondantes de j-, a'± PJ y — i , les parties im^igi-

naires qui étaient finies resteront d'abord de signes contraires.

Cela posé, il est clair qu'vm jioint

j: = a + dfi y — I
,

s'il se trouve sur une branche supérieure de la conjuguée à laquelle il

appartient, ne pourra passer sur une branche inférieure d'tnje con-

juguée voisine, qu'en passant sur la courbe réelle ou son enveloppe

imaginaire, suivant que la branche de la conjuguée C = oo
,
qui con-

^tiendrait le point voisin

X = a.

r = a'+ iS'y'-i,

toucherait l'une ou l'autre enveloppe; il est de même évident que la

caractéristique du point mobile ne pourra changer de signe pour de

très-petits écarts de x, qu'au moment où ce point repasserait sur la

conjuguée C= go , c'est-à-dire quand x reprendrait une valeur réelle.

79. INous arrivons maintenant aux solutions du troisième groupe.
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Lorsque -j- passe par une valeur réelle, le point [jc^] se trouve mo-

mentanément sur l'enveloppe imaginaire des conjuguées, et il s'agit de

savoir s'il va passer du côté opposé à celui où il se trouvait d'abord,

par rapport au point de contact de sa conjuguée avec l'enveloppe.

La solution de cette question se préjuge aisément: tant que -j- reste

imaginaire, le point \ocy\ reste, sur la conjuguée à laquelle il appar-

tient, du même côté du point où cette conjuguée touche l'enveloppe

imaginaire ; lorsque ^ passe par une valeur réelle, le point \xj\ vient

se placer sur l'enveloppe; et si la partie imaginaire de ^ reparaît,

mais affectée du signe contraire, il y a lieu de penser que le point [>rjj,

ayant poursuivi son chemin, est venu se placer sur une nouvelle con-

juguée, de l'autre côté du point où cette conjuguée touche l'enveloppe.

Soient

or = a -f |3 v^
— i

.

j- = a' + /3' V — I ,

dy
les coordonnées d'un point de l'enveloppe imaginaire; — en ce point

sera réel et égal à p ;
-~ sera généralement imaginaire et égal à

r-r-s\^— \\%\x prend un accroissement da. -\- dfi y — i , l'accroisse-

ment correspondant de j sera

{de/. + d^ V— P-,

et celui de -rax

{da -+- dfi V — I ) (/ + .«• v'— •) 5

notons en passant que pour rester sur l'enveloppe, il faudrait faire

s da + rd^ = o;

mais supposons que nous voulions rester sur la même conjuguée; pour

cela, il faudrait que la caractéristique ne variât pas, c'est-à-dire que
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le rapport des parties imaginaires de Hy et de dx fût aussi égal à C;

mais, avant tout, il doit être égal k p; or p et C différent généralement

l'un de l'autre, de sorte que pour remplir en même temps les deux

conditions, il faut faire (^p et, par suite, rf('5' nuls.

Alors l'accroissement de -^ se réduit à

s s )dcc,

et l'on voit que le signe de sa partie imaginaire change avec le signe

de fia.

Ainsi trois points infiniment voisins d'une même conjuguée, pour

lesquels la partie imaginaire de — est positive, nulle, négative, ou né-

gative,
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Nous n'apercevons pas davantage cette prétendue indétermination,

lorsque j prend une valeur multiple ou infinie.

Au reste, il est de notion comn)une en mathématiques que l'indé-

termination n'affecte jamais que les questions mal posées : on peut

toujours la faire disparaître en précisant davantage.

81. Le cas le plus simple est celui où les valeurs singulières de x
et de j sont les coordonnées d'un point multiple de la courbe dont

on étudie l'équation ; nous le traiterons le premier.

Remarquons d'abord que si l'on a assujetti x et / à la condition

de continuité, c'est parce que la solution de la question abstraite qu'on

se proposait devait fournir celle d'une question concrète correspon-

dante : or croit-on que, dans l'accomplissement d'un phénomène na-

turel, les variables expressément dénommées soient seules assujetties

à croître d'une manière continue? Assurément toutes celles qui en dé-

pendent et qu'on n'a pas introduites dans le calcid, leurs dérivées par-

tielles, par exemple, de quelque ordre qu'elles soient, sont soumises

a la même loi. Ainsi, les trois coordonnées d'un mobile ne sauraient

évidemment varier que d'une manière continue, mais pour que le mou-
vement de ce mobile satisfasse vraiment aux conditions de continuité,

il faudra encore que la vitesse, l'accélération, etc., à l'infini, varient

elles-mêmes d'une manière continue.

Si donc j prend n valeurs égales à J^ pour une même valeur x,

de JT, et que les n valeurs correspondantes de y- soient différentes,

pourquoi, puisqu'on avait assujetti expressément^^' et implicitement jus-

que-là — à la loi de continuité, pourquoi n'avoir pas déterminé la

dy
question en stipulant que-r-^ qui n'avait pu varier que d'une manière

continu»', serait encore, au moment du passage de a- par le point dan-

gereux, assujetti à continuer d'obéir à la même loi?

Le point [xj], au moment où il parvient en un point multiple

\a^b\i-— i,a'-\-b'\j— \\

du lieu f {x,f) = o, vient de décrire un élément curviligne tangent
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à l'une des droites représentées dans le système C = -v par les équa-

tions

^^-•^'=(^i),(^-'^'^'

^-'^'=(l),(^-"^<)'

or ces droites étant supposées différentes, pourquoi ne pas assujettir

l'élément suivant du chemin décrit par le point [xj\ à rester tangent à

la même droite?

Si quelques-unes des droites

r-^^ = ms JC

se trouvaient confondues, pourquoi ne pas lever la nouvelle indéter-

mination qui se présenterait, en assujettissant à la loi de continuité

>••, jusqu'à ce que la séparation s'opérât d'elle-même?

82. L'indétermination est un peu plus difficile à lever lorsque les

valeurs singulières de x et de j sont les coordonnées d'un des points

du contour apparent, par rapport à l'axe des j:, du lieu proposé, mais

il est en quelque sorte plus important encore de la faire disparaître

dans ce cas que dans le précédent, car la laisser subsister alors re-

viendrait pour ainsi dire à l'introduire partout; puisque, pour la faire

naître, il suffirait, si ~ devenait une seule fois réel, de placer d'avance

le point de vue sur une parallèle à la tangente menée au point corres-

8..
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pondant «lu lieu, de diriger l'axe des j parallèlement à cette tangente.

Il arriverait de là qu'une question qu'on aurait traitée, dont on aurait

la solution, aurait été indéterminée si l'on avait placé autrement le

point de vue! Cela répugne évidemment.

L'inconnue de la question conserve la même valeur, quelque part

qu'on mette le point de vue, tant que l'indétermination ne se présente

pas; si donc elle se présente, parce qu'on a mal dirigé l'axe des j, la

seule chose à faire est de le diriger autrement et de recommencer le

calcul.

Soient

Xo = C-0 + i^o V — ' j

fo = «'„+ /3'„v'- i>

les valeurs initiales de la variable et de la fonction
;

X — a +
fj \ — i

,

et

j-= a' -^ fi's -i,

des valeurs quelconques que prennent en même temps x et j-, x ayant

varié d'une manière continue à partir de x = Xq, en suivant le chemin

ç (a, |3) = o, et j- ayant aussi varié d'une manière continue à partir de

I = Jo-



PURES ET APPLIQUÉES. 61

On aura entre a, fi, a', fi', a,, /5,, a\
, fî\

les cinq équations

o\ r/., fi) = o,

a + /3 \ — 1 = ;« (a, -f- ^, v'— i ) + " («'i + i% V — ' ).

a' + |S' s
— 1 = /«'(a, + fi, \— 1 ) -t- //(a, + /5', y'— i ),

auxquelles il faudra adjoindre l'équation nouvelle de la courbe, ce

qui fera en tout sept équations, de sorte qu'une seide des variables

a, /3, a', /3', a,, ^,, a', ,
|3', sera arbitraire.

Ces sept équations définiront ex])liciteineiit ou implicitement un

chemin

parfaitement équivalent à 'j(a, |'5) = o; de telle sorte que le point

[jT, j',] assujetti a partir de la même position initiale que le point [jcj"]

suivra exactement le même chemin que lui. Mais alors quand la nou-

velle abscisse jc, prendra la valeur correspondante à la valeur singu-

lière a -\- h \l— l 'de l'ancienne, la nouvelle ordonnée habituellement

ne prendra plus des valeurs égales, ou il faudrait qu'on eût encore

mal placé le point de vue.

A la vérité, le point du chemin (|i (a,, fi,) =: o qui correspondra au

point dangereux [a, b] sera toujours multiple, et autant de branches

du lieu 'Jfi {a,, (i,) ^ o y passeront, que j prenait de valeurs égales

pour X =^a -h h \ — i
,
parce que le chemin i|i ( a,, j3, )

= o conduisant

chacun des points [j^i JT)] par la même route qu'il aurait suivie dans

l'ancien système d'axes, comme plusieurs des points [jc^] venaient

occuper une même position, il faudra bien que les routes des points

[x, j",] passent aussi par cette position. Mais tandis que quelques-uns

des points [jy] venaient en même temps f)cciqier une même place, les

points [ï"),/)] correspondants n'y passeront plus que séparément.

Le changement d'axes le plus simple consistera habituellement dans

une substitution de l'axe des x à Taxe des j, et réciproquement.

Nous prendrons pour exemple l'équation

7'= ^/JX.
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et nous supposerons le chemin défini par l'équation

/3 = a.

Si nous faisons tourner les axes de 90 degrés, les formules de trans-

formation seront

j: = -jr,

,

jr = -^. ;

de sorte que x et j" étant représentés respectivement par

et

a' + /S' V - I
,

a:, et j\ le seront par

a' + P' V'^T,

et

— a — a V — I
;

on aura d'ailleurs entre a, a', /3' les deux équations tirées de y" =^ ipx :

aa'jS' = apa,

d'où l'on conclura, pour définir le nouveau chemin,

P + ia'^' - a'- = o

ou

Cela posé, soit par exemple

•3^0 = y3 ( > + v'— I

la valeur initiale de x, et

Jo = Z' V/' -*- ^2 + /» \l~ I + s/a v/- I

la valeur initiale de j.
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Les valeurs initiales de x, et de j-, seront donc

J^.,o = P V i-f- V^ + P\/— I 4- s/2 V— ï

et

r,.o= - (i + v'^^);

or c'est la partie

|3' = «'(-! + va)

du nouveau chemin qui comporte ces valeurs initiales; par consé-

quent, il faudra dans l'équation

ou

x;'

•^'* "^ ~ ^
assujettir x,, rejjrésenté par a' + fi' \/— i , à suivre le chemin

^'=a'(-i+v'2),

pour que le point [jr, j-, ]
décrive la même loute que le point [xf],

et si ~ reste continu quand x, et 7, passeront en même temps par

zéro, le chemin ne pourra pas se changer en

/5' = «'(-i-v'i);

par conséquent, quelle que soit la valeur finale de x, il faudra parmi
les deux valeurs correspondantes de j choisir celle qui satisfera à la

condition

/3'=a'(-, + v'2).

83. Le cas où j prend une valeur infinie n'est pas plus difficile à

traiter que les deux précédents.

Lorsqu'une question concrète aura donné lieu a considérer une des

variables dénommées, dans un état de grandeur dépassant toute li-

mite, cette même question, si elle est bien posée, fournira toujours un
moyen de savoir comment la variable considérée revient de l'infini.
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L'infini n'est encore que relatif, il ne se présente que quand on ne

veut pas l'éviter : à telle variable qui devient infinie dans les équations

qu on a posées pour traiter la question, il en correspond des milliers

d'autres qui aiuaient pris des valeurs correspondantes finies; c'est à

l'opérateur à substituer à propos l'une d'elles à celle qui tonnbe dans

lui cas singulier.

Par exemple, quand le point [jc/] passait sur la conjuguée dont les

abscisses sont réelles, aurais-je été bien venu à prétendre que C de-

venant infini, sa marche ultérieure allait être affectée d'indétermi-

nation?

Si j' devient infini, on étudiera la marche d'une autre variable qui

ne devienne pas infinie en même temps que j : par exemple, on étu-

diera la marche de -•. les variations de - fourniront sans difficulté
y y

celles de j-.

84. L'analyse que nous venons de présenter nous paraît établir

clairement que la question ne comporte jamais de difficultés d'un autre

ordre que celles qu'on rencontre généralement dans la discussion des

courbes; toute la différence consiste en ce qu'au lieu d'une seule

courbe, la question, par sa nature même, en embrasse une infinité.

Mais elle ne sort pas pour cela des bornes de la géométrie analytique

élémentaire.

D'un autre côté, les moyens que nous avons fournis nous paraissent

suffisants pour lever toutes les difficultés; nous ne chercherons donc

pas à prévoir tous les cas qui pourraient se présenter, à les classer et à

obtenir des formules donnant d'avance des résultats tout calculés.

Nous nous bornerons à discuter quelques exemples simples : cha-

cun reconnaîtra qu'il pourrait aisément en traiter d'autres.
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MÉMOIRE
SUR

LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES
DES

COORDONNÉES DES PLANÈTES ET DE LA FONCTION PERTURBATRICE;

Par m. PUISEIX.

On fait dans l'astronomie un usage fréquent des formules qui ex-

priment les coordonnées d'une planète par des séries de sinus et de

cosinus d'arcs multiples de l'anomalie moyenne. Pour toutes les va-

leurs réelles de cet angle, les séries dont il s'agit restent convergentes;

mais il n'en est plus de même quand on lui attribue des valeurs ima-

ginaires : si l'on cherche alors les conditions de convergence, on est

conduit à prendre pour variable, au lieu de l'anomalie moyenne elle-

même, l'exponentielle imaginaire dont elle est l'argument. La considé-

ration de cette variable nouvelle permet, non-setilement d'assigner

avec facilité les limites dans lesquelles les développements des coor-

données restent convergents, mais encore, comme l'a remarqué M. Cau-

chy, de calculer sans peine les termes généraux de ces développements;

il y a plus : la même méthode appliquée à la fonction perturbatrice

fournit le terme général de cette fonction développée suivant les sinus

et cosinus d'arcs multiples des anomalies moyennes de deux planètes.

Les coefficients du sinus et du cosinus d'un argument donné s'obtien-

nent ainsi directement sous la forme de séries procédant suivant les

puissances entières des deux excentricités, du sinus de la demi-in-

clinaison mutuelle des orbites et du rapport des grands axes, c'est-à-

dire sous la forme la plus appropriée à lusage qu'on en fait dans la

Mécanique céleste.

Toms V (î« série}. — Février 1860. 9
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PREMIÈRE PARTIE.

DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES COORDONNÉES d'uNE PLANÈTE.

Nommons X, Y, Z les cooidonnées d'une planète rapportées à trois

axes rectangulaires quelconques passant par le centre du Soleil, et

soient 2, /j les coordonnées du même astre par rapport à deux axes

rectangulaires situés dans le plan de l'orbite, le premier étant dirigé,

vers le périhélie ; on aura

X = A| + A,>î, Y=B|-4-B,>;, Z=C2 + C"/5,

A, B, C, A, , B, , C, désignant des quantités qui restent constantes dans

le mouvement elliptique.

Appelons Ç l'anomalie moyenne, ?/ l'anomalie excentrique, ;' le rayon

vecteur, a le demi grand axe de l'orbite, e l'excentricité; nous aurons

les formules connues

u — e sin m ^ Ç, /==;«( i — e cos u)^ | = a (cos u — e ),

y; = rt y | — g* siu U.

Si maintenant nous posons

E'^ = 2, E'" = s,

E désignant la base des logarithmes népériens, et / l'imaginaire y— i>

l'équation

u — e sin u = Ç,

qu'on peut écrire
Tr^iu — fesinix T?'-

nous donnera

(i) iE "^ ^^ = z,

et nous aurons de plus

Ainsi s étant une fonction transcendante de z assujettie à vérifier l'é-
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qiiation (1), /', q,Y], et par suite X, Y, Z sont des fonctions rationnelles

des[*].

Ajoutons d'ailleurs qu'en vertu des formules

z'" = cos mÇ + / sin mÇ, z~"" = cos m 'Ç
— i sin m Ç,

la recherche du développeuient d'une fonction de X, Y, Z suivant les

sinus et cosinus des multiples de Ç revient à celle du développement

de la même fonction suivant les puissances entières, positives et néga-

tives de z.

Avant de nous occuper de ce développement, il nous faut d'abord

définir nettement la fonction de z désignée par s. On reconnaît aisé-

ment que pour chaque valeur de z l'équation (i) fournit une. infinité

de valeurs de s. En effet, soit

x+iy
Z = EP-*-'?, ^ =: E-

p, q, 00, y désignant des nombres réels; en représentant, pour abréger,

par S (a-) et C (x) le siiuis et le cosinus hyperboliques de x, c'est-à-dire

les deux fonctions

E' — E-' E"^ -H E-^
1

'

on partagera l'équation (i) dans les deux suivantes:

(2) j: — eS(x) cosj =/j, (3) j — e C (jt) sin j = ^. [**]

Les valeurs de ^ et de j- qui satisfont à ces deux équations peuvent

être considérées comme les coordonnées des points communs aux deux

coin-bes qu'elles représentent par rapport à deux axes rectangulaires.

[*] M. Caiichy a déjà remarqué et utilisé la propriété dont jouissent les coordon-

nées d'une planète d'être des fonctions rationnelles de la variable s {Comptes rendus de

rAcadémie des Sciences, t. XIX et XX).

[**] On pourrait au second membre de l'équation (3) ajouter un multiple arbitraire

de air : les valeurs de / qui satisfont aux équations (?) et (3) seraient alors augmen-

tées du même multiple de 2jr; mais les valeurs correspondantes de s resteraient les

mêmes. La considération de ce multiple est donc inutile dans la recherche des racines

de l'équation (i).

9 •
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En construisant ces courbes, on reconnaît qu'elles ont une infinité de

points d'intersection formant deux séries situées l'une d'un côté,

l'autre de l'autre côté de l'axe des j". Dans chacune de ces séries, lors-

qu'on s'éloigne suffisamment de l'axe des.r, les ordonnées tendent à

devenir égales aux termes de la suite ±: iik-h-jn, k désignant un

nombre entier positif; les valeurs numériques des abscisses croissent

indéfiniment en même temps que celles des ordonnées, mais moins ra-

pidement.

On arrive aux mêmes conclusions en cherchant les expressions ap-

prochées des coordonnées des points d'intersection trés-élolgnés de

l'origine. L équation (3) montre d'abord que pour x très-grand, j doit

être très-grand, ou bien sin j très-petit; d'un autre côté, l'équation (2)

donne alors pour ces j une valeur positive très-petite : ainsi l'hypo-

thèse de sin J très-petit doit être rejetée, et il faut que j- soit très-grand

et de plus très-voisin d'un multiple impair de -• Faisons donc

m désignant un très-grand nombre entier, positif ou négatif, et s un

très-petit angle positif.

Soit d'abord m > o; l'équation (2) donnant pour sin j une valeur

positive, il faudra dans l'expression précédente de j rejeter le signe

inférieur et prendre

J= (am + ^jîr-e;

il en résulte, en désignant par a, (5, / des nombres très-petits,

Soit en second lieu /« < o ; il faut alors que sinj^- soit négatif : on

prendra donc, en mettant le signe de m en évidence,

J = - (^'" + i

et on en conclura encore

1 4""^
^ = ± 'og—- + 7-
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A de très-graucles valeurs de J: répondent, suivant que x est positive

ou négative, des valeurs de s dont le module est tres-giand ou très-

petit. On voit donc que les valeurs de * dont le module est très-grand

sont les produits par un facteur très-voisin de i des valeurs de

l'expression zt
'^—^/, et que les valeurs de s dont le module est très-

petit sont les produits par un facteur très-voisin de i des valeius de

l'expression ±- j— i [*]. Il s'ensuit que R étant supposé positif et

très-grand, -— est approximativement le nombre des valeurs de i dont

le module est compris entre i et R, et que c'est aussi le nombre

[*] Si l'on desirait des expressions plus approchées des valeurs de v qui ont des mo-

dules très-grands ou très-petits, on les trouverait par les formules suivantes. L'entier m
étant toujours supposé positif et très-grand, soit

2 /« H- -
2

TX ~ q z= a, ( 2 /« -)- -
I

- -t- 7 ^ i,

M . .

et représentons par M un nombre tel, que le rapport — soit infiniment petit pour m
m"'

infiniment grand, quel que soit 1 exposant positif a : les deux expressions

la 2 /, 2« \ r 2 /, 2« \ e 1 M— ; + - log /, _ _ log y, H h' + -,
(' e \ e J L«6' \ e j 2rtJ ir

fourniront pour chaque valeur de m deux valeurs de .f à modules très-grands, et de

même les deux expressions

e

la 2 /, la— (
-f- - log —- -f- /^

2 / la
\

(• "1
. M- log vp\ ^ ' +- —

<ie \ t' ! 2«

J

a-

ib 1 l ib \ V 1 1 , ib \ cl M
_,: + _(^log---^;.j_|_^log---+-/,)^-J,-^-

fourniront pour chaque valeur de m deux valeurs de v à modules très-petits-
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approximatif des valeurs de s dont le module est compris entre i

''k-

Pour chaque valeur de z l'équation (i) peut être considérée comme

avant un nombre infini de racines égales à zéro et aussi un nombre in-

fini de racines égales à l'infini ; mais les valeurs finies de s sont généra-

lement inégales.

Cherchons maintenant pour quelles valeurs particulières de z deux

des valeurs finies de s peuvent être égales entre elles. Chacune de ces

valeurs de z, jointe à une valeur convenable de s, devra vérifier à la

fois les deux équations

dont la seconde s'obtient en égalant à zéro la dérivée prise par lap-

port à s du premier membre de la première. On conclut de là, en ex-

cluant les valeurs nulles ou infinies de s,

Si l'on appelle ijj l'angle aigu dont le sinus est égal à e, les deux ra-

cines de cette dernière équation seront

•y. = ta"g^' .«. = cot-,

et les valeurs correspondantes de z seront

z, = tang^E-^ z,= cotiE—

^

Pour chacune de ces valeurs de z, deux des valeurs finies de s fournies

par l'équation (i) sont égales entre elles : pour toute autre valeur finie

de z, les racines finies de cette même équation sont toutes inégales.

Observons d'ailleurs que z, et z. sont des nombres réels et positifs

ainsi que s, et s^ et qu'on a

z, Zj = 1 , s,Sn = i, -i, < • ,
•s» < f :
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de plus la denvee de z, par rapport a i|i, savoir —pi, étant esseii-

2C0S' —
2

fiellenient positive, on en conclut que z, augmente lorsque <]; croit

de o à 90 degrés; mais pour (j; = 90", on a z, = i ; donc pour une

valeur quelconque de <^ inférieure à 90 degrés, on a 2, < i et par suite

-% > 1

.

Imaginons à présent qu à chaque valeur z = a -f- ih du paramètre s

on fasse répondre sur un plan le point Z qui a pour abscisse a et pour

ordonnée h : soit z^, une valeur particulière de r et nommons 7 une

des valeurs finies de s qui satisfont à l'équation

sE ^ ' = Z^.

Cela posé, concevons cjue le point Z, partant de la position initiale

Zo correspondante à z^, décrive un chemin quelconque Zo M, et pre-

nons 7 pour valeur initiale de s. Pour qu'on soit assuré que la fonc-

tion jr, assujettie à varier d'une manière continue avec z, aura en cha-

que point du chemin Zo M une valeur unique et parfaitement détermi-

née, il faudra :
j" que la ligne Zj, M ne passe par aucun des deux points

Z|, Z2 correspondants aux valeurs z, et z^ de z qui font acquérir a l'é-

quation (i) des racines égales de valeurs finies; 1° que sur la même
ligne Zo M notre fonction s ne puisse se réduire à zéro ou grandir jus-

qu'à l'infini. Cette seconde condition n'est pas moins nécessaire que
la première, puisque pour chaque valeur de z on peut regarder zéro

ou l'infini comme des racines multiples de l'équation (i) : j'a|oute

qu'elle sera remplie, si aucun point du chemin Z^M n'est à une dis-

tance nulle ou infinie de l'origine des coordonnées.

En effet, le chemin ZpM satisfaisant aux conditions qu'on vient d'é-

noncer, admettons, s'il est possible, que s y devienne infinie, et soit

Q le point où cela arriverait pour la première fois : nommons P un
point qui précède Q sur le chemin Z,, M et qui en soit très-voisin. De
P en Q la valeur de s serait très-grande et dans l'équation différen-

tielle

s dz dz
ds =

-{S-
I \ z je I Cl,
SI \ 7. s 1 s- I
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on pourrait, à la place du facteur ^ — 7 + 2-7' écrire -(j + u),

w étant très-petit; il viendrait ainsi

, 2.dz
as =: —

( I -(- û) ) ez

D'un autre côté, en posant

où s et ô sont supposés réels et p positif, on a

dz dp

z ~ p

d'où

ou encore

module de ^ = \/ -^ -h dO^,

module de —

dl désignant la différentielle de l'arc décrit par le point Z. On aurait

donc, en appelant a le minimum du module de i + w le long du che-

min PQ, et p' le minimum de p ou la plus courte distance de l'origine

à l'arc PQ,

module de ds<i'-^-

On déduit de là que le module de l'accroissement de s, quand on

passe du point P au point Q, serait moindre que la quantité finie —-,

l étant la longueur de l'arc PQ. H est donc impossible que la fonc-

tion s devienne infinie au point Q.

De là il est aisé de conclure que la fonction s ne peut pas non plus

devenir nulle le long du chemin ZqM; car soit

I I
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on aura entre s' et s' l'équation

qui est toute pareille à l'équation (1). Au chemin ZoM décrit par le

point Z correspondra un chemin Z'^M' décrit par le point Z', et si au-

cun point du premier chemin n'est à une distance nulle ou infinie

de l'origine des coordonnées, il en sera de même sur le second. D'après

ce qu'on vient de démontrer, la fonction s' ne pourra pas devenir in-

finie; la fonction s ne pourra donc pas devenir nulle.

Les conditions nécessaires pour que la fonction 5 ait luie valeur

unique et finie en chaque point du chemin Zq M se trouveront remplies

en particulier, si l'on suppose ce chemin entièrement renfermé dans

l'espace G compris entre les deux circonférences décrites de l'origine O
connue centre avec des rayons OB et OC égaux à z, et à Zj. On peut

donc dire, en se limitant à cet espace, que l'équation (i) définit une

infinité de fonctions de z qui ont pour valeurs initiales les diverses ra-

cines de l'équation

.E ^v s)^^^

et qui restent toujours distinctes les unes des autres, pendant que le

point Z décrit le chemin quelconque ZoM.

• Tome V (2" série). — Mabs 1860. '*ï
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Dans ce qui va suivre, non-seulement nous admettrons que le point

Z ne sorte -pas de 1 espace G, mais encore nous prendrons z,, = i pour
la valeur initiale de z et nous considérerons spécialement celle des

fonctions s dont la valeur initiale est elle-même égale à i . Cette fonc-

tion parliculière, que nous désignerons seule dorénavant par la lettre

s, jouit seule aussi de la propriété de reprendre toujours la même va-

leur, quand le point Z repasse par une position qu il a déjà occupée.

Pour le démontrer, supposons d'abord cjue le point Z reste sur la

circonférence AP décrite de l'origine comme centre avec im rayon

égal à 1 : on pourra poser alors z = E' -, Ç désignant un angle réel ; et si

l'on fait en même temps ^ = E'", on voit qu'on satisfera à l'équation (i)

en prenant poiu- u l'angle réel donné par l'équation n — esinw = !^,

c'est-à-dire l'anomalie excentrique correspondante à l'anomalie

moyenne Ç. Il existe donc luie fonction s qui a pour expression E'"

tant que le point Z reste sur la circonférence AP, et comme elle se ré-

duit à l'unité quand le point Z occupe la position A pour laquelle

z= I, cette fonction est bien celle que nous sommes convenu de dé-

signer exclusivement par la lettre s.

Nous voyons de plus que la fonction s reprend la même valeur

toutes les fois que le point Z, se déplaçant sur la circonférence AP,

vient à repasser par un même point quelconque P de cette ligne : car

les valeurs correspondantes de l'angle u ne peuvent différer que de

multiples de 2n, et lorsque u varie de 2-, l'exponentielle E*" ne change

pas. Considérons maintenant un point quelconque M de l'espace G, et

soit P le point où la circonférence de rayon 1 coupe la droite OM du

même côté du centre que le point M ; quel que soit, dans ce même
espace G, le chemin par lequel le point Z va de A en M, ou pouna

toujours, sans changer la valeur finale de s, remplacer le chemiu tlont

il s'agit par un autre chemin dans lequel le pomt Z, après avoir décrit

l'arc de cercle AP, effectue un certain nombre de lêvolutions com-

plètes sur la circonférence AP et trace enfin la droite PM [*]. Or, quel

[*] Celte proposition résulte des principes que j'ai établis dans un précédent Mé-

moire [Jountal (If Miiihcmatiiiucs, t. XV, p. 3^0 ). Bien que dans ce Mémoire j'aie eu

plus spécialement eu vue les équations algébriques, les principes dont il s'agit s'appli-

quent également aux équations transcendantes du genre de l'équation (i).



PURES ET APPLIQUÉES. 7

5

que soit le nombre des révolutions effectuées, la valeur de s sera tou-

jours la même au moment où le point Z partira de la position P pour

décrire la droite PM. La fonction s obtiendra donc toujours la même

valeur quand le point Z arrivera en M.

Il suit de là et d'un théorème dû à M. Cauchy et complété par

M. Laurent [*] que pour toutes les valeurs de z qui répondent à l'es-

pace G, ou dont le module est compris entre z, et z^, on pourra ex-

primer par une série convergente ordonnée suivant les puissances en-

tières, positives et négatives de z, non-seulement la fonction s, mais

encore toute fonction S de s qui reste finie et continue dans tout l'es-

pace G et qui reprend toujours la même valeur en chaque point de cet

espace. Telle est, par exemple, une fonction entière des coordonnées

X, Y, Z; car ces coordonnées sont des fonctions rationnelles de s et ne

deviennent infinies que pour s nulle ou infinie : telle est encore la

fonction

jj désignant un nombre entier : car r ne s'annule que pour les valeurs

s = s,, s — s^ qui répondent à z = z,, z = z, et par conséquent ne se

réduit pas à zéro dans l'intérieur de l'espace G. Une puissance fraction-

i-
naire / '' du rayon vecteur remplirait également les conditions un-

posées à la fonction S. Il suffirait, pour le prouver, de démontrer que

r \ une fois définie par sa valeur initiale, ne peut acquérir qu'une

seule valeur en chaque point de l'espace G; c'est ce (ju'on établira

aisément en montrant d'abord qu'une révolution complète sur le cercle

de rayon i n'altère pas cette fonction. Ajoutons enfin qu'on pourrait

prendre encore pour s le produit d'une puissance du rayon vecteur

par un polynôme entier en X, Y, Z, ce qui est le type de la plupart des

fonctions qu'on peut avoir à développer dans la théorie du mouve-

ment elliptique d'une planète.

[*] ^o/r divers Mémoires de M. Cauchy on bien la Théorie desfonctions doublement

périodiques, par MM. Briot et Bouquet, p. 3i.

lO..
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Pour calculer effectivement les coefficients des diverses puissances

de z dans le développement de !a fonction S, nous observerons qu'en

vertu du théorème déjà cité on a

2 /ttS 3= fsz-' dz + z fs :-- dz + := f^z'^ dz -t- . .

.

-+- Z-' f^dz -H Z-- Çszdz + z-^ Csz-dz ^...:

les intégrales définies du second membre étant prises, tout le long

d'un cercle décrit de l'origine comme centre avec un rayon plus grand

que z, et plus petit que ;,, mais d'ailleurs arbitraire. Nous ferons le

ray<m de ce cercle égal à i, de sorte qu'on ait z — E'-; il en résultera

s = E'", et pendant que le point Z décrira le cercle dont il s'agit,

le point qui répond à la valeur de s fera aussi une révolution com-

plète sur le même cercle. Si donc dans les intégrales définies de la

formule précédente on remplace z par sa valeur en a" tirée de l'équa-

tion [i), les intégrations devront encore se faire, par rapport à la nou-

velle variable s, le long d'un cercle de rayon i. On trouvera ainsi pour

le coefficient de z'" dans le développement de a/TrS l'expression

s

La quantité E'^ i— -(.f-i--|se dévelo)ppe aisément sui-

vant les puissances entières de s; concevons qu'on ait développé de

la même manière la fonction S, ce qui sera facile dans les cas cités tout

à l'heure comme exemple, et nommons P,„ le coefficient de s'" dans le

produit

(-;). .

me

SE'^ ^ vr,_i(^.
2

si l'on observe que l'intégrale définie / i''- -, prise le long d'un cercle

qui renferme l'origine, se réduit à 2/- ou à zéro, suivant que l'entier p
est nul ou ne 1 est pas, on verra que le coefficient de z'" dans le dévelop-
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pement de a/TrS se réduit à 9.ii:V,„. On a donc

S = Po + P,s + P„:;^ + l\z' -f-...

+ P_, Z-' + P_, zr^- + P_3 z-= + . . .

.

En d'autres termes : Le nombre entier m étant positij ou nëgalij , le

coefficient de z'" dans le développement de S suivant les puissances de

z est égal à celui de s'" dans le développement du produit

me / 1 \

suivant les puissances de s.

Cette proposition a été énoncée par M. Cauchv dans les Comptes

rendus de l'Académie des Sciences, t. XII, p. 88; mais l'illustre géo-

mètre ne paraît pas s'être préoccupé des conditions de convergence

de la série, lorsque le module de z est différent de l'unité.

Ou peut, comme l'a encore remarqué M. Cauchy, donner une autre

forme à ce coefficient. On a en effet, en intégrant par partie et consi-

dérant d'abord les mtégrales indéfinies,

rs-^-'"-' ./z. = -^ -^ ^ \z""''^ds;
I m m J ris

'

prenant ensuite les intégrales le long du cercle de rayon 1 et supposant

m différent de zéro, ou aiua

/W'«-V/. = ^ (z^-'^^ds^'- /"f E~^'^^'.—.^.
/ ni I ris m J ris f

Ou conclut de la que le coefficient de z'" dans le développement de S

suivant les puissances de z est égala celui de s'""' dans le développe-

ment du produit

m ris

suivant les puissances de s. Mais cette seconde expression ne s'applique

|)as a\i cas de m = o.
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Gomme première application, posonsS = s, ce qui nous fera retrouver

les développements connus de l'anomalie excentrique et du rayon vec-

teur. D'abord le terme indépendant de z dans le développement de s

suivant les puissances de z sera le terme indépendant de ^ dans le

produit

Ce terme se réduit donc à — -• Quant au coefficient de z'", on voit,
2

en employant la seconde expression, qu'il est égal au coefficient de

s'^~* dans la quantité

Soit d'abord m > o; on trouvera pour ce coefficient la valeui-

I \ 2 / m + i \ 3

|_ I . 2 . . . ( /« — I
)

I 1 .2 . . . ( m

l/_ ,p (m-h9.p —i){m -\-ijj — 7.]...{n, -i-p) \2 /

^ ' 1.1... p l.-2....{/H-'r2p — I

Soit ensuite m < o; mettant le signe de m en évidence et désignant

par R,„ le coefficient de z~'", on aiu-a de la même manière

-
) m"'->

o _ '

I

\^/ "' -^3
'" m I I 2. . . (m -H 11 I 1.2..., m + 3

„,m+1p+> l_\ I

i.%...{m + 2p+ i)
' "J

m"
I

Ng l"' + a/>+ 1 ){m + 2p)...{m +p +- 2)

^ '
l .2. . .p I.2...(«

Ee développement de s suivant les puissances de z sera donc

+ R,z-' -+- R,z-= + R 3

3 "
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On a déjà remaïqué ci-dessus que s se change en - ([uaud on change

en -; on a donc aussi

i^-^^ + R, z + R,s2 + R3z'+...+ Q, 2-< + Q,z-^ + Q3S-' + ....

I! suit de là

^(^ + 7)
= -^+-(Q.+K,)-^(z + j) + (Q.+ R.)-^(^^+y +...,

Faisons maintenant z = E'% 5 == E'" et les deux équations précé-

tlentes deviendront

cosu = — - + (Qi -h R|)cosÇ + (Q2 + Rj) cosaÇ -!-...,

sin« = (Q, — R, ) sinÇ + (Q2 — R2) sinaÇ +...,

ou bien

cosH = !- K, cosC + K, C0S2C +...,

sin u = L, sin Ç -h Ijj sin 2 Ç -+...,

eu yjosant

.p [m-i-lp)[m-inip— I )...('/>;+/) 4-
1)

' 1.2.../^ I.2...(to+2/> — ij

m"-' [

'-
\ m"'+' (

-
I

Li • 2 . . . (/« — i) I I.. 2. . . (ot -(-
1)

'....{m + T-p — i) ' J

1_ I . 2 . . . ( /w — I
)

I I . 2 . . . ( /n -t- I
)

-H2/J-I) J
^

m (ni-h2/j — i ,[m + 2/j — 2; . .

.

i/h 4-/^ H- 1
)

^ ' p 1 .1. . . (/J — 1 1 .2. ..[m -+ i.p — i)



r
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et

•*^ I . a ... 7 ^ s J
1 =

il suit de là que P,„ est le coefficient de s'" dans l'expression

y y {>i-i)n...{n-+-p-2) ml ("^V^''
(^ ,

' Y (" . ' \^

"^ •— l .7.. . . p I . 2 . . . 7 \ 2 /

p^^O y ^

auLe produit (jh— 1 (i j
ne peut contenir s'" que si p -h </ est

moins égal à m; il faut de plus que p -h >j — m soit un nombre pair.

Posons

p -h (] = ni-h Q.I,

l étant entier et positif; pour une valeur donnée de Z, p pourra prendre

les valeurs o, i, i, ..., m-\- il. q recevant les valeurs correspondantes

m ~h il, m + il — 1 , 77Î -(- 2 / — 2, . .
.

, o. Parmi les parties de la somme
précédente qui pourront nous fournir des termes en s'" , se trouvera

donc celle-ci

{n— })n...(n-i-p—-l) \2/ / l\P
f

, \ m+2/-p

. // \ .1. . .(m -\-ll— p)
7)' (-7)*

Pour avoir le coefficient de s"* dans cette partie, il suffira de développer

/ l \P / I \ '"+2/—/»

{s-\—
)

e\. [s
I

par la formule du binôme ; on trouvera ainsi

pour ce coefficient

[n—i)n. . . (n -1-/7— 2)

1 .2. . . p I . 2 . . . ( OT -t- 2 / — p)

p(p— \)...{p— t-h\) m-h^i— p p(p — i)...(p — /+2)
l .1. . . l 1 I.2...(/ — l)

tm-i

^-

.

X
'^ ^ /

.M,{'"-j-^l—p}{"'+'-l—p—^) {m-\-il—p—h-{-i) p[p—i)...(p— l-\.h-^i)

1.2. ../i i .7.. . .{l — h)

11 faudra ensuite ajouter toutes les valeurs que prend cette expression

J'orne V (2*^ série). — Mars 1860. • I
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f e \ '"+2/
pour /> = o, I ,

'2, ..., m -h 11, valeurs dans lesquelles - sera

facteur commun. Enfin pour avoir P,„, on devra ajouter toutes les"

valeurs que prend la somme ainsi obtenue quand on y met pour l

tous les nombres entiers de zéro à l'infiui. Il viendra ainsi

Zd [zj Zà 1.1.. .p
'

1.1. ..[m+il— p)l=o p=0

p<p—i]...{p — /-irl) m-Jç-ll— p p(p — i) ..{p — l-i-2)

12.../ I 1.2... (7—
l)

^'

^
] -i {

,)h ("'-^^'—J')i"'-^''-^—p~^)--("'+'''~p—''+i) p{p — i)...(p — i-4-/,-4-iy -

j
' 12.. « ~ I .2. . . (/— A) l

+ . . .
]

Cette formule donne P,„ sous la forme d'une série ordonnée suivant

les puissances croissantes de e. Si l'on y fait en particulier m = o, on

trouvera

p _ ^ (n~i)n... {n + -?J-i) fc-yi
^0- Z (1.2.../,' \ï)

/ = o

L'équation

j; = Po + p, [Z + Z-'
) + p, (z + z.-^ } + . ..

peut s'écrire encore

— = Po + 2 P, cos Ç + 2 Po cos 2 Ç -+- ....

Désignons par y?,„ ce que devient P,„, quand on donne à n la valeur

particulière h = 2 ; nous aurons

a-

7'
= $0 + "^^i COSÇ -I- 2'J?oCOS2Ç

La valeur de $„ se déduira de celle de P,„ en y remplaçant le facteur

n...{n +
l .2. . . p

'A'o= 2 ~

in— i)n...(n + p — 2) u • > d • 1.

par I unité, et 1 on aura en particulier

•3---(a/-i) ,, i_

2. 4.,. (2/)
- ^,—
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Mais en désignant par V l'anomalie vraie, on a l'équation connue

r-^/V = rr \i i — e'd'Ç,

d'où

remplaçons — par son développement, et il viendra

^V= [i + 2 V'i — e-('£, cosÇ + 'i\cos2Ç + ...)]dÇ,

d'où, en intégrant,

V = Ç + 2V'r -e' h, sinÇ + ^«^ sin aÇ + ^^JfjSinSÇ + ...)•

Si donc on pose

^m — 'm^

on aura, pour l'équation du centre V — Ç, 1 expression

V — Ç = C, sin Ç H- C, sin 2 Ç' + C3 sin 3 Ç + . .
.

,

où le coefficient du terme général sera donné par la formule [*

v/<
—

^»rt —
* \2/ -^ 1.2. . . (m + 9./— /^)

/=0 ^ =

p (;> — ') ..ip — i-^ i)

1.2.../

iii-Jr-ll — p p(p — i). . .(^_ /_(- 2)

X/ I 1.2. ..(/—i)

-(-!)*
I 2.../( i.a...(/ — /O

['] Cette expression de l'équation du centre ne diffère de celle que M. Bonryet a

donnée , il y a plusieurs années ( Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. XXXVIII,

p. 807), qu'en ce que le radical v'i — e' n'y est pas développé suivant les puissances

de r. Je n'ai eu connaissance du travail de M. Bourget qu'après awir écrit ce qui pré-

cède.

I ! ..
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DEUXIEME PARTIE.

Le développement de la fonction perturbatrice en série a été l'objet

des travaux d'un grand nombre de géomètres. M. Cauchy, qui s'en

est occupé à diverses reprises, a fait connaître plusieurs méthodes par

lesquelles on peut former le coefficient du terme correspondant à im

ai-gnment donné, et l'une de ces méthodes [Comptes rendus de VAca-

démie des Sciences, t. XII, p. 84) est fondée sur le théorème énoncé

à la page 77 du présent Mémoire. Toutefois l'illustre géomètre n'a pas

donné, sous forme explicite, le coefficient du terme général. Je me
propose, dans ce qui va suivre, de montrer qu'on peut en obtenir

aisément l'expression : les formules auxquelles nous allons parvenir

ne contiendront d'ailleurs auctuie transcendante particulière et per-

mettront d'appréciei- immédiatement soit le degré de grandeur de

chaque partie du coefficient, soit la manière dont elle dépend des élé-

ments elliptiques des deux planètes.

Les lettres a, e, i];, Ç, z, s,, Zn, s^ r, £, 75, X, Y, Z ayant toujours la

même signification que ci-dessus, désignons par a\ e', i}', Ç', z', z^, s'^,

s', i', £', r/, X', Y', Z' ce que deviennent ces quantités pour une seconde

planète : nommons 0\l et 3K' les masses de ces deux astres, A leur dis-

tance mutuelle, J l'attraction de l'unité de masse sui- l'unité de masse

a l'unité de distance. La fonction perturbatrice qu'd y a lieu de con-

sidérer, quand on veut déterminer les perturbations produites dans le

mouvement de OK \r,\v l'attraction de ;)rt', est la suivante :

„ ,. , /XX'-H YY'+ZZ' I

^ •=
./

31"^

(
?: i

On a besoin, pour le calcid des perturbations, d'exprimer celte

fonction par une somme de sinus et de cosinus d'arcs de la forme

/«Ç -H tn"Ç', m et m' étant des entiers positifs ou négatifs. En vertu de la

formule

c"'i;''"' = cos(/rtÇ + '«'?')+ ''sin(;//Ç 4- m'V),

cela revient à développer H suivant les puissances entières, positives et

négatives de z et de z'

.
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XX'-t- YY'+ ZZ'
Nous savons déjà que la partie J SK,' r, ^st dévelop-

pable sous cette forme à la condition que le module de z soit ren-

fermé entre les limites z,, Zo, et celui de z' entre les limites z^, z'j, ce

qui comprend le cas où ces modules seraient l'un et l'autre égaux à

l'unité. D'un autre côté, lorsqu'on suppose les modules de z et de z'

égaux à I, la quantité

A^ = (X - X')* + (Y - Y')= 4- (Z - Z'f

devient une quantité réelle et positive exprimant le carré de la dis-

tance (le deux points réels pris sur les deux orbites. Si donc on fait

mouvoir les points Z et Z' correspondants à z et à z' sur le cercle de

rayon i ayant l'origine pour centre, A^ restera toujours positive et ne

s'annulera pas, les deux orbites étant sui)posées n avoir aucun point

comnuin ; la quantité A, considérée comme une fonction continue de

z et de z', reste donc réelle, ne change pas de signe, et par conséquent

reprend toujours la même valeur, lorsque les points Z et Z' ont ac-

compli des révolutions en nombre quelconque sur le cercle qu'ils dé-

crivent. De là il suit que — -— est développable suivant les puis-

sances de z et de z', lorsque les modules de ces variables sont com-

pris l'un et l'autre entre des limites suffisamment voisines de l'unité,

et qui pour chaque module sont l'une inférieure et l'autre supérieure

à I [*]; la seule condition nécessaire poiu" que ce développement existe

est que les deux orbites ne se coupent pas.

La fonction perturbatrice R étant développable suivant les puis-

sances entières de z et de 2', lorsque les modules de ces variables sont

[*] On peut assigner aisonient des limites précises de ces modules dans le cas jtarli-

eiilier où l'on suppose les deux excentricités nulles ainsi que l'inclinaison mutuelle des

orbites. Soit alors —- ^ x ; soit tie plus 8 un nombre conipjis entre 2 et 1 . Si l'on as-

swjeltit le inodule de : à rester compris entre les limites S et -, celui de z' devra rester

a S
compris entre r et -•

p a
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suffisamment voisins de i , nous nous proposerons d'en effectuer le

développement, en supposant les deux modules égaux précisément à

l'unité; ce qui est le cas de la Mécanique céleste. Nous admettrons

d'abord que l'on a a<Ca', ou que la planète perturbatrice OIV' est la

plus éloignée du Soleil ; nous verrons ensuite comment les formules

doivent être modifiées lorsque le contraire a lieu.

Conformément aux principes établis dans la première Partie, nous

commencerons par exprimer R en fonction des variables auxiliaires s

et s'

.

Nous avons

A^ = (X- X'f+ {Y-Y'f+[Z-Z'^^= r- + ,-'-- •2(XX'h-YY'+ ZZ');

remplaçons X, Y, Z, X', Y', Z' par leurs valeurs

X=A^+.\,y), Y=B^+B,>5, Z = C £ -^ C, >;,

X'=A'r + .V,/3', Y' = B'Ç' + B>', Z'=C'?'+CV//',

et ayons égard aux relations

A A' + B B' + C C7 = cos (|, ?'), A, A', + B, B', + C, C, = cos (/:, /j'),

A'A,+.B'B,-+-C'C, = cos(i', vî), A A', + B B', + C (;', = cos(ç, y;');

nous trouverons

XX'+ YY' + ZZ'= S|'cos(|,S') + /;/;' cos (/), >;') + g'yj cos(2', 'n)

+ S-/3'cos(£,>3').

Représentons par I l'inclinaison mutuelle des deux orbites, et parr,

-'les angles que les directions Oç, OS' des périhélies font avec l'inter-

section des plans des orbites, nous aurons, par la trigonométrie sphé-

rique,

cos(^, I') = cosT cost' + sin t sin -' cos l,

cos(y;,>3') = sin r sin r'+ cost cost' cosl,

cos(^', r,) = — sin T cost' -H cost sin -' cosl,

cos(£, y^') = — COST sin t' 4- sin T cost' cosl.
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Faisons

ces formules pourront s'écrire

cos (Ç, I') = cos(7 — 2sin^ - sin r sin t',

cos {ri, Ti') = cosa — isin'^ -cosT cost',

cos (5', >]) =— sin (7 — asin"- cosT sin t', '

cos (£, yj') = sin 0- — asin" - sin - cost'.

Il en résultera

XX'-}- YY'+ZZ'=:(Sç'+-/;-/3')coscr- (£'-/; -'^r/)sm'7

— 2 sin- - • (Isint -l- -ri cosr) (S' sinr' -l- -j^'cûst').

Mais on a, V et V désignant les anomalies vraies,

| = rcosV, y3 = rsinV, ^' = r'cosV', ï5'=r'sin\";

il s'ensuit

XX' -1- YY' -(- ZZ' = rr' cos ( V — V -f- cr)

— asin-- • /-sin (V -1- i). /''sin (V'-h -'),

et par conséquent
A^- = P -^ Q,

en faisant

i

P = /-=-h/'- — 2r/''cos(V— V'-l-7),

(4) I
^ ' ' Q = 4sin^-. /•sui(V +-)./•' sin (V-^ T'y.

La quantité P est le carré de la distance de deux points pris sur les

deux orbites, en supposant que le plan de l'une ait été rabattu sur le

plan de l'autre par une rotation autour de l'intersection mutuelle.

Nous admettrons que même après ce rabattement les deux orbites
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n'ont ancnii point connmui; et nous appellerons â ce que devient

alors leur plus courte distance. Par exemple, si les deux orbites

étaient circulaires, â serait la différence de leurs rayons. Dans tous les

cas, P ne pourra devenir inférieur à c?'.

Dans la quantité Q, le facteur rsin ( V + t) exprime la distance d'im

point de l'orbite de on. à l'intersection mutuelle, dislance qui a pour

maximum

a
( V I — e- cos^ - -+- e y' i — cos' t) :

pareillement le maximum du facteur r'sin (V + t') est

a' (y/i — e'^'cos^T' 4- e' y i — cos^'t')

et par suite le maximum de Q est

4rt« sin"^ -

X (v I — e^cos^T -+- e\Ji — cos-t) (y/i — e'^ cos^t' -h e' sJï — cos't').

La quantité - = (P -+- Q) ' sera donc développable en série suivant

les puissances croissantes de Q ou, si l'on veut, desin^-i quand on

aura

Aaa' sin^ -
2

X (v I — e*cos--:+ e \/i — cos*T)(yi — c'^cos-t'-h e' \ i — cos*t)<<0*-.

Nous supposerons l'inclinaison mutuelle 1 assez petite pour que cette

inégalité soit vérifiée [*]. Alors on aura

_ 1 _^ _^

^ = P ' - - P 'Q + ^V -Q' - • • • >A 2 ^2.4 ^ '

[*] Dans le cas de deux orbites circulaires, sin - devrait être niôtndre que —
-* y \on'
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ou bien

A = oc 2 A- 4- 1

i— V ( lY
'•^'

•

(^^~') p~ ^ n*A— Zl "^ '^ 2.4... (?,/•) ^

Iiilrocluisoiis à présetit les varial)les s et s' : la première des équa-

tions (4) nous donnera d'abord

P = [/ - rE'!'-"*-'] [,•' - , E-'"-''-^-l]

V r'E'^ /\ r'E-'^ J

Faisons, pour abréger l'écriture,

il A'
tang-=fo, tang— =w,

2 ^ , il'
,

(7

cos' - = e, cos^ — = £ , -7 = a

de sorte que oj, w' seront généralement de petites fractions et s, s' des

nombres voisins de i : on aura d'ailleurs a < i, d'après l'hypothèse

déjà faite que des deux planètes 3R, 3Tt' la seconde est la plus éloignée

du Soleil. Il viendra

rE"= ^ + /„ =
^ 1^^

+ 1 _ 2e + y/T^^^ (s - jVl

^tang^y=«a.(,2^ I= as cos '

\ 2

(i tane-1 =«£^(1—

-

et de même

il suit de là

rE'^
a-

r' K'^' f .« l w'
I

loiiie V (j"" sci'ie\ — Mabs iSlio.
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On trouvera pareillement

,„_iV' a £
,

r E = —T- i — u J ) .

rE-'^ z s' / i

,.'E-'V s' s \i

et aussi

Il en résulte

r'E'^'.r'E-'
'^'

a'U'Ui ~y) (i- w'/)

P = n'' i"
(

I — 0)' $

[
— a -, -

x['-»J^(t^S)'^-"]^

-(2A+ 1)

4'-"?ï(V^T="1"

(l -&)'/)-'-'>+"

2 A -4- I

£ 5
J

1 - a
r. :-

/ I— -

I

.ï

-^ E-

Les modules de j et de s' étant égaux à l'iuiilé. ceux des deux quan-

tités

«Li —
i; E'% aiMf^^E-''

E X
\ W j £ .< \ I W S j

sont l'un et l'autre inférieurs à la limite

5 / I -f- W \ - " 1 -H (.'

'
e' \ 1 — 6)' ' ri' 1 — v'
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Si donc on a

n I + '

7< '.

et il en sera ordinairement ainsi, puisqu'on a déjà supposé a <(7', on

pourra développer les f'acirurs

I
— a ,

- E'

2A-1-1

1 '.L'~»JHt^)">=-1

:ji-l- I

suivant les puissances de a. On trouvera de celte manière

X

,.3...(2/ — 1) (2/,-n)(3^ -(-3;.. .(3/ -H2/y— 1)

24... [ik] 2.4.. .{y.p)

(-/•-(- 3)... (2^ + 27-1)

A = o p = o 9 =
J / ^ ,2p

\2?
—i2/n-2p+l i

X I I I (I - w-î

\ x(i - aj'y)-(2*+=î--')E'C-''^Q*

Avant d'aller plus loin, observons que si dans le second membre de

l'équation précédente on se borne à attribuer aux entiers A, p, q les

trois systèmes de valeurs

(6) A = o, /; = r, <y = o,

(7)
A = o, p =0, 7=1,

(8) A=i, p=o, (-/ = o,

la somme des trois parties de
^
qu'on obtient ainsi est précisément

, , , XX' + YY' + ZZ'
égale a ^,

En effet, la valeur trouvée plus haut de XX' + XX' + ZZ' peut s e-

crire

XX' + YY'+ZZ' = lrE'^r'E-'^'.E''+irE-'"'./'E'^'.E----Q

12..
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ii;ais on a

«'3 ,'3 /,_-)'(,_,y y)3.

Divisons ces deux équations membre à membre, après avoir remplacé

dans la première rE' , aE"' , r'E' , r'E"" par leurs valeurs don-

nées ci-<lessus : il viendra

XX'+ YY' + ZZ' ] ^ ^^,_. ^^-_,^^-.^,(j _ ^^y 1^,
_^y' ^, _ „.y)-3E--.

2 \ ,«

Or les trois parties dont ce second membre se compose sont précisé-

ment les trois valeius que prend le terme général de -> quand on v

met successivement pour k, p, q ies trois systèmes de valeurs (6), (7)

et (8).

Si donc nous convenons d'exclure de la somme triple ^1 2 ^
les parties correspondantes à ces trois systèmes de valeurs de A-, /), y,

nous pourrons regarder le second membre de la formule (5) comme

exprimant la valeur, non plus de -> mais de la différence

I XX'-(-YY'+ZZ' R
A r'' -fore

ISous avons encore à exprimer la quantité Q en fonction de s et de

s' . On a d'abord

rsin(V+T)= ^sinr + yj cost = ^ /^ + - — aclsint — i\l\ — e- cost

= - (siuT — / v'i — e^cosT)^- — aesiuT -{- (sinr + / y'i — e'^cosî) - :
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uiais on peut toujours déterminer un angle ^ qui satisfasse aux deux

équations

sinr V I — e' cost
Sniffi=: -rr; COStP = —, ^-^ i

y j — e^ cos' T '

V I — e' cos^ t

desquelles on déduit

SIUT — i\j i — e^ cosT = — i\l \ — e^ cos'tE"'',

sin- + /'v'i — ^^ cost — i\Ji — e^cos^tE '5",

2sinT=: î'v I ~ e^cos^T (E"'*' — E''')
;

il en résulte

/•sin(V -1-Ti — -ia \\ — e^cos^T j(i — ^*)E^''' — ^ f i —
^ j

E'M-

On aura de même

/''sin(V'+T') = -(«'v'i — e'-cos-T' ^(i — e's')'Er"^' — *'
(

' —-•] E'^' '

l'angle ©' étant défini par les deux équations

,
sinr'

,
y/i — e'- COST

suie — —
1 cosf = •

'

V I — '"'"' fos'T' V ' — '?" cos= t'

Si donc on pose, pour abréger,

sin^ -
v'( ' — e^ cos^ 'î')

( ' — ^'^ cos^ t'
) = c,

on trouvera

Q = - aa'c r^ ( 1 - es) E"'^ - ^ ( i - ^') E''^!
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Elevons les deux membres à la puissance k, nous aurons

n=o n'= o

( /(/{ — i). ..(/—« + i) /!-(/!— 1 )...(/— ff' + 1
)

'

I . 2 ... « I .2. . .
«'

j
X ( t -J)"(i -ei^-Mi _^-y'(i_e's')*-«'E"^''"-^)''+(""'-'^''^''l

et si nous substituons celte valeur dans l'expression déjà obtenue de

—TT^if-,' " nous viendra

A:=x3c ;;r=cc q^x^'ji n-^k n' ^= k

(9) R=--^i: 2 2 2 K-'r-'

1 . 3 . . . ( 2 X- — I ) ( 2 / -f- 1 ) ( 2 / + 3
) . . . ( 2 X + 2/^ - I )

X

2.4 ..(2/() 2.4. ..(2/.)

;2/{--t-.r)(2A-<-3). . f2/+27— 1) y!fX_,).. f/_„+,)
2 4 • { 2 7 )

I . 2 . . rt

I . 2 . . .ri

-P 1 ,J \ -f2A+2/)+l)

X (, - !)"(, - ev)*-« (, -^;y''(i - e',')A-«'E'«''-''l'^^'"-*)''+'^"'-*^''''

où loii doit se souvenir de supprimer dans le second membre les

pnrties correspondantes aux systèmes de valeurs (G), (7) et (8) des

entiers A, p, q.

l*our passeï- maintenant cette expression de R en s et .s' au dévelop-

pement de la même fonction suivant les puissances de z et de z', il

suffit d'ob.server que, d'après les principes établis dans la première

Partie, le coefficient A,„,„/ de ;'" c"" dans ce développement est égal

au coefficient de s"" s"" dans ]> produit de l'expression précédente de R
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par la quanlité

me / 1 \

n = E

m' e' / , !
'\

= I 1 — w

a=.0 g" =0

u-M-z-p"

Il ne reste plus qu'à développer les puissances de binômes qni figurent

dans le produit ITR, et l'on arrive ainsi à la proposition suivante :

Si l'on pose

(--y
n-i-H'-f-/4-u-i-i+ '<!-f-i'+«'-t->-t-v' I • J • • (

2X 1)

10) c=--' X

X

X

X

X

2 4 • - • i
'^ '^

J

f?. / -(- lift". ^ -1-3 )...'2/--(- 9./.' — I i (2^-1- r fa/ -f- 3'. .(2/ -f 7. 7 — ')

2.4 . .(2/j) • C?.4...(->y|

/-(/-— l). . .(/— «-I-1) /,{i — i). (/—,/-!- i)

I . ?. . . /? I . V. . . . //

(2/3H- i)(2/)). . .(a/x— X-l- 2) (af/H-i'liaf/). . .(21-/ — u H- 2

X

(2/ -1- T//||'2/ + 2/; H- l).
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des valeurs c/ue prend le produit CE", qiMud ou attribue aux entiers

k, p, <7, n, «', l, /j., À', p.', t, a, t', n', g, g', v, v'

toutes les valeurs positives ou nulles propres à vérifier les deux équa-

tions

\
in — k -^ p — q — \ + [J. — t + --i + g — l'j := m,

\ in' — k — p -h q — /.' -h tJ.' — i -h / + g' — 1 v' = ni\

et les inégalités

I

;i<A-, n'<k, 'k<2p + \, fi.
< -2 </ -f- 1 , £<«, y.<k — n,

^'^^
i

!'<«', .'<A--«', v<g, •/<g' r]'

e« excluant toutefois les comhinaisojis dans lesquelles on aurait^ soit

A=: o, p = 1
, 7 = o ; soit A = o, /) = o, (jT = I ; soit encore A ^ i

, /) = o.

Ce théorème donne directement l'expression analytique du coeffi-

cient d'un terme quelconque de la fonction perturbatrice, dans le

cas, auquel nous nous sommes borné jusqu'à présent, d'une planète

perturbatrice plus éloignée du Soleil que la planète troublée. Nous

allons y ajouter quelques remarques ))ropresà en faciliter l'application.

Supposons qu'ayant d'abord attribué aux entiers A, p, </,..., de

certaines valeurs, on remplace ensuite respectivement

p, q, n , ri, )., p., >.', p.', t, a, i', a', v, v'

par les valeurs

q, p, k — //, A - //', p., >., p.', X', ï, J, <(', t', g — V, g' — v',

en laissant d'ailleurs à A, g et g' leurs valeurs primitives. Le coefficient

[*] Le signe •< n'exclut pas l'égalitc.

[**] J'ai lionne dans les Com/itis nnttiis de l'Aciulémif dis Scir/uts, t. L, p. i55,

d'autres formules qu'on obtient ])ar la deeoniposition de la quantité Q en facteurs du

premier degré; mais elles sont moins commodes dans l'application. Je ferai observer

.'i cette occasion qu'à la page citée des Coinptrs rendus, le signe — a été omis par er-

reur devant la valeur de C.
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C ne changera pas; mais l'angle k et les premiers membres des équa-

tions (12) changeront de signes sans changer de valeurs numériques. Il

suit de là qu'au terme

CE''2'"z""' = CE''"'^-^'""'+'^

de R, correspond toujours cet autre [*]

CE-"z-'"2'-'"' = CE-'^"'?-^"''^'^''^-

La somme de ces deux termes se réduit à la quantité réelle

2Ccos(mÇ + /H'Ç'-4- x);

ainsi à l'aide des valeurs données ci-dessus de C et de /., on obtient

immédiatement l'expression <le la fonction perturbatrice sous la forme

d'une somme de termes proportionnels à des cosinus d arcs tels que

/«Ç + /n'Ç' + x, c'est-à-dire sous la forme la mieux appropriée au

calcul des perturbations.

On regarde ordinairement les excentricités et l'inclinaison mutuelle

des orbites comme de petites quantités du premier ordre; alors « et w'

sont aussi du premier ordre, et c est du second. L'ordre N du coef-

ficient C est donc donné par la formule

N = 2 A- + X + p. + >.'+
i^-'+ ! + » + «'-^ ^'-+- 8 -+- s'-

On conclut de là et des équations (i a
)

( ]S -f- (m+ m') = 2[/î + n'-h p. + p.'+ ><-+-«'+ ig - v)+ (§'- ''')]'

('^)
j N _ (,„ + m') = 2[()t - «) + (k - «') + ). + )/+ t + i'+ V 4- V'];

[*] Cette conclusion ne serait en défaut que si l'on avait à la fois

•

^
1=IJ., V=u', t=H, <'=«', v=:^, v'= -:

l' = 1, "=" —-'

dans ce cas les nouvelles valeurs de /, , p, q, etc. , ne différeraient pas des premières et

au lieu de deux termes correspondants on n'en aurait qu'un seul. On aurait alors

,„ = G, m' = o, X = o, et le terme unique de R ,
répondant à ces valeurs de h

, p,

7 , etc., se réduirait à la constante réelle C.

Tome V {i' série). — Mars iSCo.
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d'ailleurs, en vertu des inégalités (i 3), les différences À — «, A — «',

g — V, g — v' sont positives. On voit donc que si l'on désigne par h

la valeur numérique de la somme 171 + m', l'ordre N du coefficient C
ne peut être inférieur à //, et que la différence N — A est nécessairement

un nombre ])air.

Pour appliquer les formules (10) et (i i) au calcul de la partie de la

fonction perturbatrice qui répond à un argument donné /nÇ + m'Ç',

il faudra d'abord former le tableau des systèmes de valeurs de k, p^

q, ..., qui, pour les valeurs données de m et de m', satisfont aux con-

ditions (12) et (i3). Le nombre de ces systèmes est illimité; mais

comme l'ordre N augmente indéfiniment avec chacun des nombres

k, X, p, X', p.', £, a, l't «', g, g', et que de plus l'exposant de a dans C
croit lui-même indéfiniment avec chacun des nombres p et (j, on voit

que si l'on a fixé d'avance le degré de petitesse des termes qu'on re-

garde comme négligeables, on trouvera aisément des limites que les

nombres A-, p, q, X, fjt, X', p.', t, «, t', /, g, g' ne devront pas dépasser,

(t alors les autres entiers n, tï, v, v', en vertu des inégalités (i3 j, se

trouveront eux-mêmes limités. Je pourrai, dans une autre occasion, k

propos d'une application particidière, expliquer avec plus de détails

la marche pratique qu'il convient de suivre pour former rapidement

le tableau dont il s'agit.

Une fois ce tableau obtenu, le calcul numérique de C et de /. se fera

très-aisément, surtout si l'on a construit à l'avance des tables donnant

les multiples successifs des logarithmes de a, c, w, 0/, £, e', et aussi des

tables contenant les logarithmes des quotients de factorielles et des

nis m'
s'

expressions ; -, ;» ttt 7—> ;i' H"' P^""r 1.2. . . vX I .2.. . (g' — v) I .2. . . v'X I .2. .. (g'— V ) > '

vent figurer dans C.

Ainsi qu on l'a déjà dit, les termes qui répondent à des valeins don-

nées de m et de m' sont d'un ortlre au moins égal à la valeur numé-

rique // de la somni'^ m -+- ni\ et si l'on se borne à ceux qui sont pré-

cisément de Tordre h, les quantités négligées seront au moins de l'ordre

Il +- 2. liOrsqu'on pourra se contenter de cette approximation, et il en

sera souvent ainsi, les fornudes précédentes se simplifieront beaucoup-

En effet supposons, pour fixer les idées, la sounne m + m' positive;

l'ordre N des termes conservés devant être égal a ru + m', il suit de la
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seconde des équations (i4), qu'on a

n = n' = k, À = À' = t =; î' ^ V = v' = o,

et aussi, en vertu des inégalités (i3),

a ^ a' := o.

On arrive donc à la conclusion suivante : Si Von pose

^f,
1.3...(2X-— l) (2/!--|-,)(2/-_f-3) . .(2/ + 2/,— l)r 7.4... {2/r) 2.4. .,(2/.)

[1k-^- 3) . . .(2/- -t- 27 — 1) (27 +l)(;

2.4. ..(29)

;3X + 2<7)f2^-H-ai7+i)...(2X+2 -7 + P-'
— i ) nis m' «'

,
(a/'H-r) (2/--4-3). . .(2/--)-27 — 1) (27 + i)(2y). . .(ay— (x + 2)

c = _:^^x! 2.4. ..(29) TT^r:?];^

X
I • 2 . • • fi I . 2 ... g- I . 3 ... g'

X =
( p — 7 ) (7 + A- (© + y' ),

/rt /)rt/t«> n'e A,„.„' ^m/ e*« de l'ordre m -+- m', s'obtiendra en faisant la

somme des valeurs que prend l'expression CE", quand on attribue

aux entiers k, p, q, p., p.', g, g\ toutes les valeurs positives ou nulles

propres à vérijier les équations

k + p — q -h [J. + g = m, k— p + q + ij.'
+ g'— m',

et l'inégalité

(j. < iq -hi,

mais en excluant toujours les combinaisons

i"^-=o, /3=i, ^= 0; 2%=o, />=o, 9=1; 3°A= i,y9=o, q=o.

Nous avons encore à indiquer les modifications qu'il faut faire subir

à nos formules, lorsque la planète perturbatrice D\l' est plus rappro-

chée du Soleil que la planète troublée o\l. On aura alors a' < a, et il

conviendra dans ce cas de faire

a

a étant moindre que i . Les autres notations restant les mêmes, ainsi

i I

i3.

que la limite donnée plus haut de sin^-> et l'inégalité —-—'- < 1
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étant supposée vérifiée, on trouvera pour - une expression qui peut se

déduire de l'équation (5) en y remplaçant respectivement les lettres

a', e, e', s, s', a par a, e', s, s\ s, — <7. Mais il n'arrivera plus que les

termes de cette expression répondant aux systèmes de valeurs (6), (7)

XX'-J- YY'+ ZZ'
et (8) de A, p, q composent la quantité j-^

—-— -, il conviendra

donc ici de développer séparément les deux parties

/31V' r ,„ , XX'+ YY'+ ZZ'-^-' /^l^ 71

de la fonction R. En nommant ,i,,„.,„' le coefficient de z'" z"" dans la

première et suivant la même marche que précédemment, on trouvera,

pour déterminer ,i,n,m') la règle suivante :

Si l'on pose

I I \n-l-n'H-/'4-;j'-l-i-l-<i-l-i'-!-x' 2^-3. . .(aA- 1/

X

c = /OR

X

X
X

X

X

2.4...(2X)

(2/t+l)f?./-)-3)...(2/J+a/,-— l) (2/(--l- r)(2/-)-3|...(2X- + 27— l'

2. 4... (2/^) l4...[1>l)

/(/{- — 1). .. (/i — /?-f- I) / (/, _,J...(^_.„'-4-l)
i . j. . . . ri I . 2. . .

«'

( 2 / -t- 2/y ) ( 2 X- + a/^ -f- I ) . . . (
.). /• -1- 2/; -4- A — I

)

1 . 2 ... À

( 2 / -t- 2 7 ) (
2 /• + 2 (/ -(- 1 ) . . . ( a / -f- 2 7 + u. — 1 )

I . 2 . . .
f/.

(2/J-l- l)(2/j). . .(2/^ /'-t-2) (27 + 1) (27). . .fay u.' -Ir- 2)

I . 2 ... a' I 2 ... p.'

ri [n — I ) . . . ( «— '. -i- I ) ( k— ri] { k — n — \). . .[k — // — » -t- i
)

I . 2 . . . t I . 2 ... «

II' n'— !)...(«'— t' -I- 1') (/ — "'){k — «'— l). . .(/-— n'— «'-t- r

X

. 2 . . . t

riis

1.2.

m' S'

I . 2 ... V X 1.2... 1.2. (»'--^')

X. =
[<i
— p)q + [in — k)o + [in' —k) ç'

.
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le coefficient Xm.m' "^^ /« somme des valeurs que prend le produit CE" ,

quand on attribue aux entiers

A-, /;, (/, «, n', X, /j., X', a', i, <*, i , «', g, g', v, v'

toutes les valeurs positives ou nulles, sans exception, propres à vëri-

Jier les deux équations

a n — J{ — p + q — X -1^ p. — i -h n -h g — 2 V = m,

in — k -\- p — q — À'+ [jJ— <'+ a'-f- g— 2 v'= /h',

e< les inégalités

n < A-, ti < A, >,'< 2/} + I , y.'< 2 r/ + I , t < «, ^ < A — «,

r'<«', d'^k-n', v<g, •/<g'.

Il nous reste à développer /^n,' _ ^- suivant les puissances

de z et dez'. 11 suffira pour cela, d'après ce qu'on a vu plus haut, de

remplacer dans les formules (lo) et (i i) a par -, puis d"y donner suc-

cessivement aux trois entiers A, p, q les trois systèmes de valeurs (6),

(7) et (8), en même temps que les autres entiers n, «',..., y recevront

tous les systèmes de valeurs positives ou nulles propres à vérifier les

conditions (12) et (i 3). La somme des valeurs ainsi obtenues pour CE",
prise avec un signe contraire, sera le coefficient i'!',n, m' de z'" z""' dans le

j, , , ^ ,XX'+YY'-t-ZZ'
développement de j OTt —,

Ayant obtenu .A.,„,,n' et \)b,„,„,', on aura pour le coefficient de s'"
s""'

dans la fonction R

Je ferai remarquer, en terminant, l'utilité des formules établies dans

ce Mémoire pour le calcul des inégalités d'un ordre élevé qui devien-

nent sensibles par les petits diviseurs que l'intégration y introduit. On
peut bien, lorsque la valeur numérique de la somme in-hm' est con-

sidérable, calculer le coefficient correspondant par une interpolation.
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comme l'a fait M. Le Verrier pour une grande inégalité de Palias, ou

en obtenir une valeur approchée par une méthode remarquable que

M. Cauchy a publiée dans les Comptes rendus de l'Acndéinie des

Sciences {voir les t. XIX et XX, et particulièrement les Notes écrites

à l'occasion du travail de M. Le Verrier, t. XX, p. 769). Mais de l'une

ou de l'autre manière on ne trouve que la valeur numérique du coef-

ficient inconnu et non son expression analytique. Or cette dernière,

que nos formules donnent immédiatement, est nécessaire quand on

veut déterminer, non-seulement l'inégalité de la longitude moyenne,

mais encore les diverses inégalités des éléments correspondantes au

terme considéré de la fonction perturbatrice ; car il faut pouvoir prendre

les dérivées partielles du coefficient par rapport aux éléments, ce qu'il

est impossible de faire sur un simple nombre. J'ajoute que même pour

les termes d'un ordre peu élevé, dont l'expression s'obtient sans trop

de difficulté par la voie de développement successif ordinairement

suivie, les formules de ce Mémoire fournissent un contrôle utile, en

permettant de calculer séparément chaque partie du développement

sur I exactitude de laquelle il pourrait rester quelque doute.
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THEOREME
CONXEIINANT

LE DOURLE D'UN NOMBRE PREMIER CONTENU DANS L'UNE OU L'AUTRE

DES DEUX FORMES LINÉAIRES ili/H-y, t6/-+-ïi;

Par m. J. LIOUVILLE.

D'après un théoreine, bien connu, de M. Bonniakowsky, tout nom-

bre premier m de la (orme i6A + y vérifie au moins une fois, et tou-

jours un nombre impair de fois, l'équation

où Q est un nombre premier 8v + 5, .r et j- des entiers impairs,

positifs et premiers à Q. J'ai donné dans ce Journal [cahier de

mars i858) une démonstration de ce beau théorème, différente de

celle de M. Bonniakowsky, quoique tirée du même principe, et je

pourrais en ajouter d'autres. Mais nos lecteurs préféreront sans doute

à ces démonstrations multipliées un théorème nouveau qu'il me sera

facile d'énoncer nettement, même dans le peu d'espace que je trouve

libre à la fin de cette feuille.

Considérons le double 2 m d'un nombre premier donné m, qui peut

être indifféremment de la forme 16A + 7 employée par M. Bounia-

kowsky, ou de la forme 16A-I- 1 1 . Je dis qu'il existe au moins un

couple (p, cj) de nombres premiers inégaux, de la forme 8v + 3,

laissant vérifier l'équation

en prenant pour x, j des entiers positifs, impairs, premiers à p et q.

De plus s'il y a divers couples fo, q) jouissant de cette propriété, le

nombre en est impair, pourvu, bien entendu, que l'on ne regarde pas
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comme distincts les couples [p, q) et [q^ p), ou, si l'on veut, pourvu

que l'on impose la condition p < q- Nous admettons pour a et pour j5

la valeur zéro. Il est bon de remarquer que p et q étant inégaux, on

ne peut avoir ni p := m, ni q = m. Enfin je rappelle que, m étant un

nombre premier, l'équation

im = p'"'-^'x' + q''''-^'f-

n'a jamais, pour chaque couple (^, q) qu'une seule solution.

Les deux plus petits nombres premiers contenus dans les deux

formes

i6Â: + 7, 16A-I-11

sont 7 et 1

1

. Or on a effectivement

2.7 = 3. 1° + 1 I. 1^, 2 . I I := 3. 1^ + 19.1".

c'est 23 qui vient ensuite, et l'on a encore

2.23 = 3. i^ 4- 43.1^.

L'expression que fournit pour 2.23 l'équation

2.23 = 3^ I- + ig.i'''

ne doit pas être comptée ici, parce que l'exposant 3 n'est pas de la

forme 47.+ i

.
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SUR

LE DÉYELOPPEMENT EN SÉRIE
DE LA FONCTION PERTURBATRICE;

Par m PUISEUX

DEUXIEME MEMOIRE.

Les formules du Mémoire précédent fournissent l'expression du

coefficient du terme général de la fonction perturbatrice sous la forme

dune série procédant suivant les puissances de quatre quantités qui

sont le sinus carré de la demi-inclinaison mutuelle des orbites, les

deux excentricités et le rapport des grands axes. Il y a avantage en

effet à développer le coefficient suivant les puissances de ce dernier

rapport, quand les deux planètes sont à des distances tres-inégales du

Soleil : mais lorsqu'au contraire les distances au Soleil de la planète

troublée et de la planète perturbatrice ne sont pas tre.s-dilférenles l'une

de l'autre, le rapport des grands axes cesse d'être une petite fraction,

et cette circonstance peut rendre fort lente la convergence de notre

série, dans le cas même où les deux orbites seraient peu excentriques

et faiblement inchnées l'une sur l'autre. Je me propose de montrer ici

comment on peut éviter le développement suivant les puissances du

rapport des grands axes, en faisant usage des fonctions b de la Méca-

nique céleste, et obtenir le coefficient du terme général de la fonction

perturbatrice sous la forme d'une série procédant suivant les puis-

sances de trois quantités seidement, savoir le sinus carré de la demi-

inclinaison mutuelle et les deux excentricités.

Je remarque d'abord que l'inconvénient qu'il s'agit d'éviter n'existe

XX' -f- YY' -+- ZZ'
pas pour la partie / 3ïL' — '— de R ; car les grands axes a et

Tome V (2« série). — Avril 1860. 14
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n! n'y entrent que dans le facteur — ; on pourra donc conserver pour

le développement de cette partie les formules du premier Mémoire.

D'après cela, pour obtenir les diverses parties CE" dont se compose le

XX' -4- YY' -\- ZZ'
coefficient »'i'm,,„' de z"' z""' dans f 3^' — > on devra, après

avoir changé le signe du second membre de l'équation (lo), substi-

tuer dans les équations (lo) et (i i) les trois systèmes de valeurs

/-= o, p=i, 7 = 0,

A = 0, p— O, '/=!,

k—\, p= o, 7 = 0,

en attribuant d'ailleurs aux autres entiers n, n', etc., toutes les valeurs

positives propres à vérifier les conditions (12) et (i3). Il faut se rap-

peler que dans l'équation (10) a désigne le rapport — ? de sorte que si

l'on voulait, suivant l'usage, désigner toujours par a celui des deux

quotients —i — qui est inférieur à l'unité, il faudrait, dans le cas de
' a a ^

a < fi-, écrire - à la place de a.

Nous avons maintenant a former le coefficient A,,n,,n' d^ 2'" z''"' dans

le développement de — —— Reprenons pour cela l'équation

A =
i ^à^ ' 2.4. ..(2/-

2i-l-l

dans laquelle nous devons exprimer chacun des facteurs P ",(,)'' en

fonction de s et de t,' . Nous avons

P ' =[/•= + r'= - irr cos (V - V + a)\ '
:

considérons généralement l'expression

/(r, /') -— (r» -+- v'"' - 1 /•/•' cos9 )-',
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où l'exposant t est un nombre réel quelconque. La fonction f[i\r')
sera, pour des valeurs réelles de r, de /' et de 0, développable en unr
suite de termes proportionnels aux cosinus des multiples de ; nous

pouvons donc poser

/=«

f[r,r')= J^ {r,rf^cosl6,

/=0

(/', r')j désignant un coefficient qui dépend des valeurs de r et de r',

de l'exposant t et de l'indice /. 11 s'ensuivra

2A-4-1 l= ao

P ' ^^(r,ri'\cosl{y-T + <7)

/= o 2

l= x /= =

= ^ 2 ^^' /')i;^,E"'^---^)+ i 2 (/•, r');^ E-"'^-^"-').

? = o - /= o

Mais on a

E'-^'=W,-^)(i-.o.)-', E-'-^' = ^l(i-«.)(,-^) -,

E" = ^'('-7)('-"'^'>-*' E-'-^ = i(,

en substituant ces valeurs on trouvera

«V)(i-f
"'

P

^ (/) . . / ....\'

Z = o

1 2 ('•, '^'r :^'^'-'
- - 7 (. - '^^^)-'(' - «'O' I -7) E"

/=»

+ ; 2 (^, /•');';,.-'/'(i - c../ (. -^-)"(. -^^)V-«'.rK-"°
Z= o

Posons maintenant

r = rt + «Jrt, /' = n' -h ^a\

.4..
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de soi'te qu'on ait

âa = — fle cos 1/ = — « = cj ( j H— ]>

âa'z a! e' cosu' = — a' e' u' Is' -h -\
:

puis examinons dans quel cas la quantité fir, r') et par suite le coef-

ficient

{r,rip = ^ rf{r,r')coslddO[*]
^ i/o

peuvent être développés suivant les puissances croissantes de âa et

de âa'.

Nous observerons à cet effet que la fonction

/{a -+- xâa, a' + xâa') — F(x)

pourra être développée suivant les puissances entières de x, tant que

le module de x sera inférieur au plus petit des modules des valeurs

de X qui vérifient l'équation

[a + xâay -^-[a' + xâa'Y — 2 (<z + xâa)[a' -f- xâà) cos5 = o.

Ces valeurs de x sont données par la formule

X
Sa — Sa' E- '

^ a' c' cosa' £— '* — ae cosu.

ef ou reconnaît aisément que ieiu-s modules sont l'un et l'autre égaux

ou supérieurs à la valeur numérique de la quantité ;—,• Si donc
' ' ^ ae -h a e

le module de x est inférieur à cette valeur numérique, on aura par la

formule de Maclaurin

[*] Il faut, coiniiie on sait, réduire ;i iiioitu- le second membre de cette foirnule,

quand on y suppose / := o.
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En particulier, lorsque la valeur numérique de j—, sera supérieure

à l'unité, on pourra dans l'équation précédente faire Jc = i et elle de-

viendra

4/ =CO

/^'•''')=2:ri^-^'''(o)
1=0

=\ Y ^

,

/^LÛ^lif^^SaPèa-i-P.
^^ --tad 1 .2. . .yuX I .2. • •(«7

—

p) (lnl'dn"i-f

? = p — o

OU bien, en remplaçant q par p + p',

/{r, r') = '2 "£
é '' • '7'f!^;"''

^nP ^a'".
'^ ^ ' ' ^^ ^d I .2. . ./>Xi -2. . ./?' daPda'P

p= o /;'=o

On voit donc que la fonction f{i',r') et par suite la quantité

(r, r')j sera déveioppable en une série convergente ordonnée sui-

vant les puissances croissantes de âa et de âa', lorsque la valeur nu-

j ae -h a' e' r- < d - . imenque de —^—-— sera ultérieure a 1 unité. Admettons que cette con-

dition soit remplie, et elle le sera généralement à cause de la petitesse

des excentricités : on aura

" =-"--
^''^'''{a,a'fP

/>=I0 p'=iO

p= 'j, p'=^
f-^P' , ,^0

= y y /_ i)P^P-
' ^'''''''

^ -^^ ' 1.2. . ./>X 1.2. . ./ r/ai'r/a'e

p=zo p'=0
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Il s'ensuivra

/ = x ;, =^/=cc( Gi'/-'(l --)'(! -Wi)-'(l -o)vyi
^ 'r> >ri ' \ * /

'

/= o ;,= o /=o(x(l-to'^')-'(^ + 7)''('^' + -'VE-"^

I

/

en faisant, pour abréger,

cl {a, a
] ,

G = \—lLl 1 . ! [a-^y {a'B'(./y,
2 1 .2. . JJ X 1 .2. .

.
// rlufi/fi'l' ^ ' ^ ' '

et par conséquent

V "v y "V
2. 4... (2/) \ sj ^ ^ ^ ^

I

.t. £ X .fol X (x -";)-' (.+i)^(.'+i)^'E-Q^-
i

/^r, ;^t, ;,= o /=o( X (l-C0'5')-'(j+7)''(^'+j,)'' E-'''Q*
\

Il faut maintenant dans les deux parties dont celte expression de -

se compose mettre pour Q* sa valeur en fonction de J et de s'. Dans la

première partie, nous remplacerons Q* par l'expression obtenue dans

le précédent Mémoire, savoir

n= A n'= A

^ j.i[(2n-A)y+ (2n'-«)y']

n = n =
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Il reste à multiplier cette valeur de par la quantité FJ ilu pre-

mier Mémoire, et à chercher dans le produit le coefficient de x"' s""
,

lequel ne sera autre chose que Xm,m'- On arrivera ainsi à la proposition

suivante :

Soient

^, l-, P, P', «, n', /, >j., X', p.', cj, w', !, «, t\ a', g, g' V, v'

des nombres entiers positifs satisfaisant aux inégalités

(
X < Z + I , X' < / + [ , 7^ <p, r:^' < p\ t < n,

{<i<k—n, i'<n', ii'<k~n', v < g, •/ < g'

:

faisons

X

/ Nl+n'-l-^-t-^'-l- J. -t-^'-H-l-l- «-t-i'-l-a'-l-v H- u' t4-X -t- i'-t-«'—

1

1.3...(2/ —
l)

/•{/— !)...(/!—«+ l) X(/l-_|). ..(/— «'-i-l)

2.4-.-(2X) I.2.../Ï I . 2 ... «

, (/+!)/. ..(/-X + a) (/-.)/.. .(/+ P-2)
I 2 . . . >, I . 2 ... fi

(/H-l)/.. (/— ).'+2) (/—.)/. .(/-f-fi'— 2)X

X

1 . 2. . .[.t

.2. . .CIX I -2. . .(/^ — ct) I.2...!3'X1 2...(//

—

Bt')

X

0^>
1.2. ..t i.2...a

X

I . 2. . .t

V X I .2. . .(ir— v) I .2. . . v'X I .2. -IJ?'— v'I

rf''-^''(«,«')^

X
.-/a'' (/a' f

_2 n^'^'' n'^^^ ,A'-i-'-+-'''-+-S-^ I p'/''-t-t'-+-v!'+g'-i- I

^A: ^y-t-;-t-v-t-.-l--<l-t-Sr ^j^/j'-H/'-H/Z-l-t'-i-v'-hg'

(C) /. = /<7 -4- (2W — ^)!p H- (2/2'- /r)?'-
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Cela posé, nommons A, la somme des valeurs que prend l'expres-

sion CE", quand on attribue aux entiers A\ l, p, etc., toutes les va-

leurs positives ou nulles propres à vérifier, avec les inégalités (a),

les deux équations

/ -i- 2« — A — ). + p. + /> — 2!7 — ( -t- !^ + g:
— 2V = JK,

- / -f- 2n'— k -+- X'— u.'-\- p'— ivs'~ t'+ a'+ g'— i-j — m'.
(^.)

Nommons de même An la somme des valeurs que prend iexpression

CE~", quand on attribue aux entiers k, l, p, etc., toutes les valeurs

positives ou nulles propres à vérifier, avec les inégalités [a], les deux

équations

i — l — in -h k -\- 1 — [j. — p + Q.7S -h t — n -h g — 2v :^ m,
[do)

l

( / — 2«'+ A: — X'+ (jJ — p' -h azs'-+- t'— /+ g'— 2v'= m'.

On aura

A"in,m' ^ A, + Ao-

Supposons qu'on ait attribué aux entiers k, /, p, etc., des valeurs

propres à vérifier l'un des deux groupes d'équations désignés par (rf,)

et [d,,), par exemple le groupe (c?, ). Si l'on remplace m par — m, m'

par — m', vparg — v et v' par g' — v', les autres entiers conservant

leurs valeurs primitives, les équations (r/j) seront vérifiées, et le coef-

ficient C ne changera pas non plus que l'angle /. On vérifie de cette

manière qu'à chaque terme CE" z'" z""' de — —— répond toujours

cet autre CE~" z~'"z'''"', et en réiniissant deux à deux ces termes

correspondants, on aura ' exprime par une somme de termes

réels de la forme 2Ccos(hjÇ -»- m'(^' -+- x).

Lorsqu'on suit pour le développement de — —— la marche qui

vient d'être expliquée, le coefficient C ne contient plus les demi grands

axes a et a' que dans la fonction

rlaP da'''

Tome V (a^ série ). — Avril i8fio. * »^
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qui s'exprime aisément au moyen des fonctions b de la Mécanique cé-

leste et de leurs dérivées. En effet si l'on suppose, pour fixer les idées,

a <c a' et qu'on fasse — = a, la fonction de a que Laplace désigne par

b^ est définie par l'équation

(i + a=-2acosÔ)~' = -//;VA';^cosô + *^''cos2e + ....

Mais nous avons posé

{a^-ha'^— 2an'cos9f' = {a,a'f°'' -h{a,a')['^cos.9+{a,a')f''cos2Q-{-...;

la comparaison de ces deux équations nous donne

{a,a'\ =a' 6, ,

le second membre devant être réduit à moitié pour / = o. Cette for-

mule exprime la quantité (a, a')^ au moyen de b^ , et en la différen-

tiant successivement par rapport à a et à a' , on en déduira l'expres-

sion de -— „ „,- en fonction de b, et de ses dérivées prises par rap-
da'^ dn"^

' r r r

port à a.

J'indique en passant des formules qui rendront ces différenliations

très- faciles : représentons par («, h) l'expression

n [n — if (n — 2 )•' ...(« — /(+ i )•( « — /'
)

dans laquelle tous les fuctein's du numérateur sont élevés au carré,

excepté le premier <;t le dernier, en sorte qu'on ait

(n, ol = i, («, i) = «( 7i — i), [n^i] — — '-^ ',-

Soit d'ailleurs v une fonction quelconque de a; ce sera, par exemple,
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une des fonctions b^ : on aura, que! que soit l'exposant q,

a'p+9—i -' = -— ,

daP daf

dP'Ia'-lv) ,dl"v
(—iVn'P'+l \ , .

= o^P -TT-
^ ' da'P daP

r p' 1 ,
dp'-'v

dP—^v

/ ,
dP' V

de rj.P

, , ,
dP+P' ia'-l v) \ dctP

.l)P'a'P+P-^l ^
' —

daPda'P' daP

K'') + T-^J 77p

/ _ dP-'v\

[i,/.3)+f,,,'_,,=)+?:if;=ii.,(,+.)(/-v.)+ti£jzii^^,,,+,,(,+»)]

dP aP-

X
daP'-'

daP

Comme dans le Mémoire précédent, nous désignerons par N l'ordre

du coefficient C, les excentricités et l'inclinaison mutuelle étant regar-

dées comme de petites quantités du premier ordre; nous aurons ici

N = 2 A- 4- /? + p'-\- X +|x + X'+ |x'+ ! + £'+«+ a' H- g 4- g'.

Mais selon que les entiers k, /, etc. , satisfont aux équations (^, ) ou aux

i5..



ii6 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

équations (^2), on a

in~\- m' = nn-^ 1 n'— ik — i-i- ^. + X'— p.'+ p — 2 ro

2?? — « + a — t + « -t- g — 2V + g- — 2V

ou bien

m -h m'— -ik — in — in' A- X — p. — X'+ p.'— p + 1rs ~ p'

-H 2s'+t — «+ i'— a' -h g— 2V + g'— 2y'.

Il en résulte, clans le premier cas,

N + (/M + m')

= -^/i+ Zi'-t- p. 4- X'+ (p-w) + (p'- zj') + « + »'+(§ -^ )+-(&'- '^'
)J'

N —{m + to')

= 2[(/f — m) + (A-— «')-4-X + p.'+ro + sr'+ ! 4- J'+ V + v'],

et, dans le second cas,

N + [m + m')

= 2 [(A- — rt) -4- (A- — «'J + X+ p.'+ sj 4- ro'+ I + !'+ (g — v) + (g'— v'
) J,

N — { /« 4- m'
)

= 2[«+ w'+p, 4- X'4- (yy — ra) 4- (/?'— ro') 4- a 4- »'4- v 4- v'].

Par ces formules jointes aux inégalités (a), on voit que l'onire N n'est

jamais intérieur à la valeur numérique de m 4- m', et que quand il la

surpasse, c'est d'un nombre pair.

Proposons-nous, en particulier, de former les parties du coefficient

A'in.m' qi'i sont précisément d'un ordre égal à la valeur numérique de

«14- m' . En supposant, pour fixer les idées, la somme m 4- m' positive,

on voit que si les entiers A, /, etc., satisfont aux équations (c^,), on devra

avoir

«;=«'=/(, X = p' =- S7 = S;
' = t = i'= i< = «' = V = v'= O,

et que si les entiers ^, /, etc., vérifient les équations (r/o), on devra avoir

,

/i == n'= p. = X' = j = t' = B = a' := V = v' =: o, p z^ts, p' =z zs'.



PURES ET APPLIQUÉES. ii-

De là 011 conclut aisément la règle suivante :

La somme m -+- m' étant supposée positive, soit d'aburd

-y^\- .p+,y.-y _
i.3...(2/i —

i) _
(/-)/.. .(M- (X.

^ 2.4 •• (a/-) 1 .2. . . fi

(/+ i)/.. .(/— V-t- a) I I
• mS m' S'

1 . 2 . . . a' i .1. . . p 1.1. .. p' i .1. . . g 1.2...

j

> fl (a, a ) ,

X, = /o- + A- (y -1- y'),

e/ nommons B, /« somme des valeurs que prend te pioduit C, E"', quand

on attribue aux entiers A, /, p, p', p., X', g, g' toutes les valeurs posi-

tives ou nulles propres à vérifier les conditions

>,'</+ i, l-+-k + iJ.-\-p + g = m, — Z + A-t-X'+ p'+g-' = w'.

Soit, en second lieu,

2-' ^ ' 1 ^. . .(ik) 1.2... A

(/ — 1)/. . . (/ + ft'
— 2) I I mS m'

S'

X
^'^ ~ ^ ,P+ P' ,

,-{i)
d [a, a

)

l.2...p 1.2..,/^ \.-}....p 1.2... g 1.2... g

X
daPda'P'

j^-i-;»
fx''"^''' f~^s-*-' ^'p'+s'+' ^,*

X w^'^'^^w"''^'''^^'

X2= — /cr + k{(p 4-ç'),

e^ nommons Bj /« somme des valeurs que prend le produit CoE ' '% quand

on attribue aux entiers k, Z, />, p', X, ^j.', g, ii' toutes les valeurs posi-

tives ou nulles propres à vérifier les conditions

X</+r, — / + A -f- X-i- /7 + g = m, l -i- k + '/+ o'-h g'= m'

.
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La somme B, + B, sera dans •*,„,,„' la partie qui est précisément de

l'ordre m + m!

.

On peut remarquer que si les nombres m et /«' sont de signes con-

traires, l'une des deux équations

1+ k^ \}.+ p-\- o — m, l + k -h u.' -h p' -\- g' = m'

est impossible, et qu'ainsi des deux sommes B,, Bj, il y en a une qui

se réduit à zéro.
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SDR

LE DOUBLE D'UN NOMBRE PREMIER
4f;. + i

;

Par 31. J. LIOUVILLE.

Soit m un nombre premier donné 4/^ + '• Nous allons rapprocher

(lu double de m les nombres premiers p de la forme 8« + i. A cet

effet, je pose de toutes les manières possibles i'équation

lin = X- -\-
p'''^\f^,

où l'on doit prendre successivement tous les nombres p cités, et ou x
et j sont des entiers impairs non divisibles par p : on admet pour /

la valeur zéro. J'ai trouvé et je vais donner une règle simple pour déci-

der si le nombre N des décompositions de im sous la forme indiquée

est pair ou impair, zéro étant regardé comme un nombre pair. Le cas

de N impair offre surtout de lintérét, car alors on peut affirmer qu'il

} a au moins un nombre premier p de la forme 8 /i + i lié à m par notre

équation.

Comme on a ak = 4l^ + i > on peut décomposer le double du nombre

premier m en une somme de deux carrés impairs, et cela d'une seule

manière. Soit donc

1 m ^= a^ ->n h'^

.

Cherchons combien de facteurs premiers, égaux ou inégaux, de la

forme [\s-{-\^ entrent dans la composition de a et de b, ou, si l'on

veut, dans la composition du produit ab. Soit a le nombre ainsi obtenu,

dans lequel on pourrait, sans inconvénient pour l'usage que nous en

ferons, supprimer les multiples de 2.

Je me suis assuré que l'on a toujours

N^ p. + 0- -I- I ( mod . 1).

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que N soit impair,

c'est que <7 soit pair quand p. est pair, impair quand [j. est impair, ou,
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en d'autres termes, que cr soit pair quand ;« = 8v-(-i, impair quand

m = iSv + 5.

Les plus petits nombres premiers de la forme 8v -h 5 sont 5 et i3.

On a

2.5=1^+3% 2.l3=I^^-5^

de sorte que a = o pour m = 5, mais = i pour m = i3. Ainsi N est

pair pour m = 5, mais impair pour in^ i3. Or on peut aisément vé-

rifier que les valeurs de N relatives à ces deux nombres sont respecti-

vement o et I, la dernière valeur provenant de ce que

2.i3 = 3^+ 17. 1^

Quant à la forme 8v 4-
1 , le plus petit nombre premier qu'elle

fournit est 17. On a

2.17 = 3^+ 5-,

d'où (7=1, partant N pair; or il est aisé de voir que, dans ce cas,

N = o.

Voici une autre règle tout aussi commode pour déterminer la nature

de N. Conservons les notations précédentes, et cherchons combien

dans la composition du produit ab il entre de facteurs premiers, égaux

ou inégaux, de la forme 8g + i et de la forme 8g + 3. En désignant

par - le nombre ainsi obtenu, on aura cette seconde congruence

N^T -H I (mod. 2);

en sorte que N est impair quand t est pair et vice versa, comme on

peut le vérifier sur les exemples ci-dessus. On remarquera ce corol-

laire, que toujours r^ p. + c (mod. 2), chose aisée, du reste, à établir

directement.



PURES ET APPLIQUEES. 121

NOTE
SUR

UN THÉORÈME DE M. SYLYESTER
RELATIF

A LA TRANSFORMATION DU PRODULF DE DÉTERMINANTS

DU MÊME ORDRE:

Par m. J.-F. DE SPERLING

La démonstration de ce théorème, donnée par M. Sylvester dans le

journal The London, Edinburgh and Dublin philosophical magasine

and journal of science, pour l'année i85i, bien que tout à fait rigou-

reuse, n'est cependant pas, selon moi, assez satisfaisante, en ce sens

qu'elle ne montre pas la liaison qui existe entre ce théorème et les

autres vérités de la théorie des déterminants; ce qui fait penser que ce

théorème a pour but de donner une propriété nouvelle et fondamen-

tale des déterminants, tandis qu'elle n'est qu'un simple corollaire de

deux propriétés, depuis longtemps connues, de ces fonctions.

La démonstration de M. Faa de Bruno [*] se trouve être dans le

même cas. Je donne dans celte Note une nouvelle démonstration, qui,

sans être moins rigoureuse, a l'avantage de donner la susdite liaison.

Théorème.

Le produit de deux déterminants d'un même ordre, n par exemple,

peut être exprimé par une somme de plusieurs produits, semblables

au produit proposé et qui s'en déduisent de la manière suivante.

Je représente par A et B les deux facteurs du produit donné et je

1

Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. J. Liouville t. XVII (iSSa).

lome V (i" êérie).— Avril ib6(..
^
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divise les lignes verticales (ou horizontales) de chacun des systèmes

de ces facteurs en deux groupes arbitraires, et soit dans l'un des grou-

pes 7/2 le nombre des lignes et dans l'autre n — m. Tirons maintenant

une ligne verticale (ou horizontale) du premier groupe du système A,

ainsi que du premier groupe du système B, et remplaçons-les l'une paV

l'autre; Taisons-en autant pour chacune des lignes du premier groupe

des deux systèmes. Nous aurons ainsi deux nouveaux systèmes, et le

produit de leurs déterminants se trouvera compris dans la sonnne

identiquement égale au produit proposé. Les autres termes de cette

somme s'obtiennent de la même manière, à cette différence presque le

groupe de m lignes dans le système de Tun des facteurs, B par exem-

ple, sera formé successivement par toutes les différentes combinaisons

des n lignes verticales (ou horizontales) prises m à m, tandis que la

sidjdivisiou des lignes du système de l'autre facteur A restera constante.

Démonstration.

Supposons que ce théorème soit vrai pour le cas où le nombre des

lignes à substituer est ni — i, et démontrons que, cette supposition

faite, il a lieu aussi poiu' le nombre m. Ayant donné cette démonstra-

tion, nous prouverons la justesse du théorème pour m ^ i, et c'est de

cette manière que nous l'établirons dans toute sa généralité.

1. Considérons l'identité

(')

c/. '2,2--'

o o . .

.

o o...

o

o

o..

o..

^11, \ ^n,%--- (^H,'i-m O

«.,

ft-tn-h-i '^* .«—/n-(-2*

,«—m-t-l '*2,rt— m-t-2'

o

o o „ b., , /'., ,.

«2.',-l ('i.n f}-2., f^2.2-- *2.«

* n,n~in->-'2 ^*n,n '^n,\ ^n,2'-- "n.ti

= O

[*J II (Si facile (il' vcrlHei c<llc i'i|iiiilioii : m cflel, il siilfil piiiir ( cla de développer

le dt'U'riiiiiianl, focmaiil son piciiiier tiieinbre, en une soiiiiiie df prodiiils de deii\ de-
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Développons d'après le théorème de Laplace le |)reniier membre
de cette identité en une somme de produits tie deux déterminants

partiels de l'ordre «, et rapportons les n lignes horizontales supérieures

à l'un des groupes et les n lignes horizontales inférieures à l'autre

groupe. Ce développement contiendra :

i*^. Tous les produits possibles dont l'un des facteurs aurait un sys-

tème de la forme

n. , n, ..... a, jV -k.-.ir fi,,„

««,1 rt«.2- A -k i^ "n.n

ou sur les m — i lignes verticales marquées par des astérisques se

trouvent rangées m — i lignes verticales quelconques du système

(3:

b„.,' h„„

L'autre facteur aura un système que l'on foiincra en reinplarant dans

le système (3j chaque ligne qui a contribué à la formation du premier

facteur par celle du système

(4)

qui en a été chassée, dans la même formation, parla ligne à remplacer

terminants partiels (d'après le théorème de l.aplace), l'un de l'ordie n — i, l'autre

de l'ordre « -f- i , en adoptant la subdivision des lignes verticales pour constante, et

rapportant au premier groupe les « — i premières lignes et à l'autre les n -i- i lignes

restantes. On trouvera de cette manière que dans tout produit le fadeur de l'ordre

/i -<- I est nul, parce que son système renferme au moins deux lignes horizontales

dont les éléments correspondants sont égaux.

i6..
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Le signe de chacun fies produits de ce genre sera donné par l'ex-

pression (— I
)'"-'. En vertu de la supposition faite au début de la dé-

monstration, cette somme peut être représentée par le produit

(-;
a, a,

*n,\ • *-^Ti,n

/;,,,... è,,^

b„.y- /'«,«

i". Tous les produits que l'on peut former en agissant de la même

manière que précédemment, sauf à remplacer le système (2) par

celui-ci

«2, (7o,o... a2,n-,n '^ -k-ir

^n,i ^n,1' '
• ^n^n—m A- -*-••*-

Il est clair que tous ces produits auront dans le développement le

même signe qui sera donné par l'expression (— 1)'".

En désignant par W la somme arithmétique de ces derniers pro-

duits, nous aurons

(- 0"

On en déduit

fZ
( ,

. . . (l\^n

n„

b,,l--- f'i.N

b„,i.-- b„

f?„,,.. i>„n

s=°-

S'

équation qui est une expression analytique du théorème proposé

pour le cas où l'on adopte la subdivision des lignes verticales des

systèmes. Car bien que la dernière équation ne se rapporte qu'au
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cas où les lignes à substituer sont les dernières dans le système (4),

la vérité du théorème subsiste néanmoins dans tout autre cas, vu

que nous n'avons fait aucune supposition relativement à ces lignes et

que dans un déterminant toutes les lignes verticales de son système

jouent le même rôle.

Pour démontrer notre théorème dans le cas de subdivision en

groupes de lignes horizontales du système, il suffit de remplacer dans

l'équation ci-dessus les systèmes des déterminants qui y figurent par

leurs conjugués.

2. Il nous reste maintenant à prouver que notre théorème se trouve

vrai pour le cas m = i ; mais c'est ce qui suit immédiatement de la

décomposition en somme de produits de deux déterminants partiels

de l'ordre n du premier membre de l'identité que voici :

a, «.,« b^.^.. b,^„

O O rt, ,, O...

'^'n.n "n,i • • '•*«,«

o «,,„ O... O *n,i- •• ^«,«

= O.

En effet, procédant à cette décomposition d'une manière parfaite-

ment analogue à celle que nous avons employée eu décomposant le

premier membre de l'équation (i), nous trouvons

«i.f- «i,«

^n.i--- ^n,n ''n.i--- "n.n

b,.f.- h,_„

=s,
^2,1 ^2,2' " ^^'i.v—t ^2,p ^2.f-M*"* ^2,n

b,., *,.2-- ^(.p-i <-',,„ '^i. ,,+ ,-•• ^,.„

b„,, ^n,2--- b„_p_, «„,„ ^«,,,H-,... /<„,„
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ou le signe ^ dénote qu'il faut prendre la somme arithmétique des

termes qu'on obtient en substituant successivement dans I expression

sous le signe à la place de p tous les nombres de la série i, 2, i,..., n.

La dernière équation exprime évidemment notre théorème pour

le cas m ^ i

.

»OQ9<'W~
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NOTE
A L'OCCASION D'UN THÉORÈME DE M. KRONECKER;

Par m J. LIOLVILLE.

Soit n lin nombre premier de' la forme l\s + 3. 11 suit du théorème

de Wilson, que toujours

1.2.3... [as + i)^±i I (mod. n)
;

mais il reste à décider quel signe on doit prendre dans chaque cas

particulier donné. En proposant ce problème dans le Journal de

Crelle, Dirichlet ajoute que la question revient à chercher si le pro-

duit 1.2.3... (2i^ -I- i) est ou n'est pas résidu quadratique de n: ce qui

se conclut immédiatement de ce que i est résidu et — i non-résidu de

tout nombre premier l\s->r'i. Donc, en appelant B le nombre ties non-

résidus quadratiques de n contenus dans la suite

I , a, 3,..., 2i -I- I
,

on devra prendre le signe -1- si B est pair, le signe — si B est unpair.

Dés lors tout se réduit à trouver la valeur de B (mod. -2) : mais il faut

ici luie méthode abrégée : le calcul direct serait impraticable pour un

nombre n im peu grand.

Parmi les régies plus ou moins sin)ples que l'on a données a ce

sujet, on distingue celle de M. Rronecker. Considérons la suite

«—2''', «—4^1 « — 6^,..., // — tawj-,

où (l'iiY ^^^ '^
P''^"'

grand carré pair contenu dans n. Soif v le nombre

des termes de cette suile qui sont de la forme
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p étant un nombre premier qui ne divise pas /'. M. Rronecker nous

apprend qne Ton a

B^ V (rnod. 2).

Des recherches entreprises dans un tout autre but m'ont conduit

pour le cas de s pair, c'est-à-dire pour les nombres premiers n de la

forme 8A" + 3, à une règle nouvelle, qui a quelque analogie avec la

précédente, mais où les carrés retranchés de « sont impairs au lieu

d'être pairs. Soit / le plus grand carré impair contenu dans n. Considé-

rons les divers termes de la siute

n—i^, «—3^, « — 5',..., n — i^,

et soit T le nombre de ceux d'entre eux qui peuvent se mettre sous la

forme
i'J.-hl .2if t^,

q étant un nombre premier qui ne divise pas t. D'uni autre côté, dé-

composons n sous la forme

n =^ a^ -\- 1 b-

,

ce qu'on peut toujours faire (d'une seide manière) pour un nombre

premier 8 A -h 3, et cherchons le nombre.u des facteurs premiers égaux

ou inégaux de la forme ^g-\- i qui entrent dans la composition de h.

Notre théorème consiste en ce que l'on a

B^ (7 + T(mod. 2).

Pour le nombre i i
,
par exemple, oh trouve aisément B = i , v = i

,

0-= , T = I , et la double congruence

B^ V H= (7 -+- T ( mod. 2
)

est vérifiée. Pour « ^ 19, il vient B==3, v=i,ij:=o, t = i : même
conclusion.
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SURFACES DE RÉVOLUTION DU SECOND DEGRÉ;

Par m. HOUSEL.

Les traités élémentaires sur les surfaces du second degré indiquent à

quels caractères on peut reconnaître si elles sont de révolution, quand

les axes donnés sont rectangulaires. Tl serait bon, je crois, de for-

muler explicitement ces conditions dans le cas général des axes obli-

ques. Je viens donc, après d'autres auteurs, proposer mes vues à ce

sujet. Rappelons d'abord quelques résultats connus.

1. Soit, en coordonnées obliques,

A x^ + k'j"^ -+- A" z^ + 2 Bj>'z + 2 R' j^z+ 2 B".xy 4- F = o

l'équation d'une surface du second degré rapportée à son centre; soit R
le rayon d'une sphère concentrique, ayant avec la surface un point

conunun représenté par ses coordonnées x'., y , z', et en ce point lui

plan tangent commun ; si nous posons

x'7^
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Si la surface est de révolution, celui des axes principaux qui devient

le rayon central a une direction indéterminée. Donc, pour la valeur

correspondante de s, les valeurs de /jl et de v se présentent, en général,

sous la forme -• On a, par conséquent.

{s cosxj - B"y = {s -k){s- A'),

{scosxz — B')(^— A') = (^cosjs — B)(5cos.rj — B"),

{s cosjz — 'B){s— A.) = {scosjcz — W)[scosxj- — B").

Mais ces trois équations se réduisent à deux, car le produit des

deux dernières fait retrouver la première : en effet, il suffirait que l'une

des quantités ii ou v fût indéterminée.

En développant la première équation, on obtient

( I
)

s^ s'm-xr — J ( A + A' — 2 B" cos xj) + AA' — B"= = o,

et la symétrie donne encore deux relations analogues.

Les deux autres égalités deviennent

s'^ ( cos xz — cosxy co^jz
)

s{B' — Bcosxj — B"cosjz-h A'cosxz)-+- A'B' — BB"=:o,

.5-^ [cosyz — COSJr/COSJTz)

î(B — B'cos.rj — B"cosj:s + Acos/z) + AB — B'B" = o,

et la symétrie conduit aussi à une troisième équation analogue.

IL Chacune de ces six équations est satisfaite par la valeur cher-

chée de s, qui correspond au rayon central, mais aussi chacune d'elles

a une racine étrangère. Poiu' trouver la racine comn)iuie, il faut éli-

miner i^ entre deux de ces équations, considérées comme étant du pre-

mier degré à deux inconnues. Nous ne prendrons pas deux égalités

telles que (2) et ( 3), d'où l'on tirerait une valeur de s qui serait indé-

terminée pour des axes rectangidaires, mais nous combinerons les

équations (i) et (a), et nous obtiendrons, par le calcul indiqué,

sin'x/(A'B'— BB" )
— (cosxs — cos xr coso ) ( AA' — B"')

^^' ' sin'x>-(B'— Bcos.i;)'— B"cosj3+ A'cos.irz)— (cosxz— c<isxjcosi,))(A4-A'— aB'cos.rj)
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En combinant les éqnations (i) et (3), on trouvera de même

sin=^xv(AB— B'B")— (cosjz — cos.r.r coszx) (AA'— B"')

sin'x7(B— B'fosxr— B"cos.ri-t-Acosi;)— (cos)2— cosx; rosz.r)(A+ A'— 2B"cosxj>)

expression qui se iléduit de la précédente, si l'on change les quantités

relatives à x dans les quantités relatives à j, et réciproquement.

On aura donc une équation de condition en égalant deux valeurs

de X, telles que (4) et (5).

Dans cette opération, on reconnaît d'abord que les termes qui ne

contieiment pas le facteur s'm^ xj se détruisent; on peut donc suppri-

mer ce facteur dans l'équation de condition, qui devient, en faisant

quelques réductions et surtout en réunissant les termes qui ont

(AA' — B') sin'^a:/ pour facteur :

sin^ jy

[B(A'B'-BB")-B'(AB-B'B") H
+ cos.rj(AB^- A'B'")

+ 2 ( AA' - B"^
)
(B'cosjz - B cosxr)J

[6)'
^ T)"i\[

cos.Tj{Ac.os^jz — A.' cos^xz) 1

^

|_+ {A' — A)cosj:zcos_^z-t-B"(cos=j:z— cos''jz)J

r ( AB — B' B" ) ( cos JTZ — cosxr cos rz) 1
i_(A+ A'-2B"cosa;7) )^,^,

'^ -" "^ =o.

Connaissant cette relation e-itre A et A', on en trouverait symétri-

quement deux autres (7) et (8) entre A, A" et A', A" : nous nous dis-

penserons de les écrire, mais chacune des trois doit rentrer dans les

deux autres, puisqu'il n'y a en tout que deux conditions.

III. On aurait pu résoudre le même problème au moyen de l'é-

quation du troisième degré en s, que nous avons laissée de côté et

(jui donne les carrés des axes diamétraux. Pour que la surface soit de

révolution, il faut et il suffit que cette équation ait deux racines

égales, ce qui semble ne donner qu'une condition; mais comme nous

savons qu'il y en a deux, il faut nécessairement que cette unique

équation de condition se décompose dans la somme de deux carrés ;

seulement ces calculs seraient très-pénibles.

17..
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Nous n'aurons pas non plus besoin de cette équation du troisième

degré pour trouver le rayon central R^ = ? en indiquant toujours

par s la valeur connue par les expressions (4) ou (5). On s'en passera

encore pour trouver le plan des rayons centraux, car la troisième va-

leur de s, dans les formules préliminaires, nous donne

pi.{*cos.rz — B')-|- v(jcos/3 — B) -f- i — A" = o,

et comme les équations d'un rayon central quelconque sont

celle du plan cherché devient

(9) a: [s cosxz — B') -h / {scosjz — B) -\- z[s — A") = o;

il suffira d'y remplacer s par l'expression (4)-

, Enfin l'axe de révolution est perpendiculaire à ce plan; mais, pour

déterminer complètement cet axe, il vaut mieux avoir recours à l'é-

quation du troisième degré en s^ que nous allons écrire :

'
[ — cos-jr^ — cos-jrz — cos^_;^z + 2 cos jr^ cosxzcosjz)

A sin^^z -H A'sin^jTZ -t- A"sii\^j:_^'

^ — 2B"(cosx/ — cosorzcos^z)

— 2B' (cosj:z — cosx^'cos^z)

(10) / 1
— 2B (cosj'z — cosjycosxz)

/ B= - A' A" -+- B'^ - A A" -H B"^ - AA'

s , -f 2COS/Z (AB — B'B") + 2 cosxz (A'B' - BB")

( +2Cosa-7(A"B"- BB')

AB= + A'B'* + A'B'* - AA' A' - 2BB'B" = o.

Cette équation ayant ici deux racines égales, son premier membre se

décompose en deux facteurs, l'un du second, l'autre du preuner degré.

Nous aurons donc l'axe de révolution en égalant à zéro ce dernier fac-

teur, ce qui doimera

(11) .
s, -h p -h 2S = o.
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Ici s représente toujours la valeur donnée par l'expression (/|), s, cor-

respond à l'axe de révolution, et

1 B" fcos j> — cos x2 cos yi) -H 2 B' (cos j-z— cos rr eosr«) -- 3 B (cosj'z — costt cos tî)— A siiiVrz — A' sin' tz — A" siii'x.v

'
I — cos'xr — cos- X2— cos^>z-f-2COSxy C0SJ3 cosye

Connaissant s,, on aura le carré du demi-axe de révolution, qui sera

: pour trouver la direction de cet axe, il suffit de remplacer .« par

s, dans les valeurs de [x et de y, ce qui donnera [j., et v,.

IV. Maintenant il faut examiner dans quelles circonstances les for-

mules précédentes peuvent être en défaut.

Si nous indiquons, pour abréger, les formules (4) et (,'j) par

a a'

l'équation de condition (6) deviendra ab' — d' b ^ o. Or si nous avons

à la fois rt = o, é = o, celte condition sera satisfaite, ainsi que toutes

celles qui pourraient être déduites de l'expression

a

cependant rien ne prouve que la surface soit de révolution tant qu'on

n'a pas trouvé une seconde condition qui ne soit pas nécessairement
*

satisfaite pour a = o et è = o; il faut aussi obtenir une valeur de s

qui ne devienne pas alors indéterminée.

Pour y parvenir dans toutes les circonstances, nous prendrons l'é-

quation (i)

s^ sin*.r^ — s {A -+- A' — iB" cos.z;j) -i- AA' — B"'- = o,

et nous la combinerons, par le procédé déjà employé, avec l'une des

deux autres équations analogues, telle que

s- s\n^jcz — j ( A + A" — 2B' cos.r:ij + AA" — B'" = o,

ce qui donnera

(12) S = -^ I J
\

I

sin'x/(A 4- A" — aB'cos^cz) — sin'.rz{ A -^ A' — -iQ' cosj.j)'
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on aurait de même

( A' A" — B- ) sin^.;r — ( AA'— B' ^) sin'/^
;i3) S = —

sin-x/ (A' 4- a" — 2B cosrz) — sin^/z (A -r A' — a B" cosjy)

Egalant ces deux valeurs de j, observant que les termes indépendants

de sin^ jy se détruisent, et supprimant ce facteur comnuui, il reste

,
. , r ( AA" - B'^ ) ( A' -H A" - 2B cos rz\ 1

I
L— ( A' A' - B'

) (A + A" - a B'cos Jrz) J

1 ., r (A'A" — B')(Ah- A' — aB"cosa:y)"l

^ ^'
\ L- (AA' - 6"=") (A' + A" - aBcosjr.)J

( „ r ( AA- B"^) (A -H A" - aB'cos^rs) "1

^sin= rz ^ y h=o,
1

-^ L- (AA"- B'')(A + A' — aB"cosajj J

équation de condition symétrique entre x, y et z, et, par suite, plus

convenable que toute autre pour suppléer à l'insuffisance accidentelle

des formules déjà écrites; de même on pourra recourir a une expres-

sion telle que l'équation (12), si l'équation (4) donne s sous la

forme —
o

V. Nous allons déduire, de ce qui précède, les formules relatives

aux axes rectangulaires. Les expressions (4) et (5) deviennent alors

A' B' — BB " AB— E' B"
S = ÎT7 1 S

B'
' "

—
B

et, par symétrie,

_ A"B"— BB'
s — ^7, -,

d'oii l'on conclut '

J - A — _ A - ^r — "i ^u

Ce résultat s'accorde avec une équation de condition telle (jue léqua-

tion (6) qui se réduit à

B(A'B' - BB") = B'(AB - BB")
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ou bien

BB' ( A' - A) -+- B" (B'= - B^) = o,

et symétriquement on a

BB" ( A" - A) + B' (B'"' - B^) = o,

B'B" ( A" - A') + B (B"'' - B*) = o.

Pour trouver

s, — — p — -iS,

observons que

et

donc

^; = A + A' -H A"

2BB'
2* = — aA" +

B"

Mais

. ., .„ 2BB'
j, = A + A' - A" + -g;r

BB" BB'A-A ^-bT-b^t.

_ BB" BB'

Ainsi

de même

*, — A:
B(B"'+ B")

B' B" '

B'(B"'+B')
.

transportant ces valeurs dans les expressions de p, et de v, qui devien-

nent alors

B'(.y, — A') -(- BB" B(^, — A) + B'B
'•' -(.t,_A)(^, -A')-B"»' '* -(,,_A)(.., -A')— B'"'

et réduisant, il reste

B" B'

/^'=B' ^< = r
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L'équation (g) du plan des rayons centraux devient

Bj + B'x :^z{s - A"),

et se réduit à

i + s^ + l^ = °-

Les équations (12) et (i 3) nous donnent alors

et

s
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respectivement déduites des expressions (4) et (5), sont alors indéter-

minées : dans ce cas l'équation (i5) nous donnera la condition

R"s=(A"- A)(A"-A'),

et la valeur

B" — B'

devient

S=:A".

On en conclut

5, = A + A' - A%

mais les valeurs de p., et de v,, qui se présentent sous une forme in-

finie, montrent seulement que l'axe de révolution est alors dans le plan

des jy. Son coefficient angulaire dans ce plan sera

^__v^_B _ (^,— A)B"

x"~p, " B' B"'+ B" '

ce qui donne les équations de cet axe

y A'— A" B"

VI. Il nous reste à dire un mot des surfaces de révolution qui n'ont

pas de centre unique, c'est-à-dire du paraboloide et du cylindre de

révolution.

Pour le cylindre, nous appliquerons ce qui vient d'être dit jusqu'à

présent. En effet, le centre de la surface représentée par l'équation

générale

Ax^4- A'j' + A"z'H-aBjz+2B'xs+ 2B"xj-t2.Cx

-l-2CjH-aC"r+E= o,

étant toujours donné par les équations dérivées prises relativement à

chaque variable, et deux de ces équations étant identiques, ce qui fait

que tous les points d'une même droite sont des centres, nous pren-

drons un quelconque de ces points pour origine, et nous retrouve»

Tome V (a" série). — Mai i86o. I 8
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rons, avec toutes ses conséquences, l'équation

Ax- -\- A'j* + A"s^ + 2 Bjz + zB'jcz + a B'jcj + F = o

d'où nous étions partis.

Seulement, comme on a ici

AB= + A'B'= + A"B"= - AA' A" - aBB'B" = o,

l'équation (lo) donne une valeur infinie pour le diamètre principal qui

est dirigé suivant l'axe du cylindre, mais l'on trouvera encore de

même les conditions nécessaires pour que la surface soit de révolu-

tion, et la valeur de s; quant au rayon central, on a toujours

R= = -^ et F=Cj:, -hC'j>, + C"z, + E,

en indiquant par jt,, y,, z, les cooordonnées du centre pris sur Taxe

du cylindre : d'après les conditions nécessaires pour que la surface

soit un cylindre, cette valeur de Y sera indépendante de la position

de ce point sur cet axe.

Enfin les calculs faits pour les surfaces à centre s'appliquent aussi

aux paraboloïdes, car en établissant les conditions nécessaires pour

qu'un plan diamétral soit perpendiculaire aux cordes qu'il divise en

parties égales, on trouve, quelle que soit l'origine, les valeurs de |j, et

de V que nous avons écrites en commençant, d'oij l'on tire comme ci-

dessus les équations de condition telles que les équations (6) et (i4) :

mais les expressions de s ne servent à rien, puisque les valeurs de R

sont infinies.
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THÉORÈME
CONCERNANT LRS NOMBRES PREMIERS DE LA FORME o4^+ii;

Par M. J LIOLVILLE.

Le théorème que je veux donner ici consiste en ce que pour tout

nombre premier m de la forme a.l^k + ii, on peut écrire au moins une

fois, et toujours un nombre impair de fois, l'équation

tn = 3c'^ + p*'"*"' j%

dans laquelle x et j sont des entiers positifs, le premier pair, lesecond

impair, et où p désigne un nombre premier de la forme i2|l/. -)- 7, qui

ne divise pas j: on admet pour / la valeur zéro.

En d'autres termes, si du nombre premier donné m, de la forme
,

i[\k + x\, on retranche les carrés pairs de grandeur moindre,

il y aura un nombre impair de restes susceptibles d une décomposi-

tion exprimée par

p étant un nombre premier i2fjL + 7, et j un entier non divisible

par p. Mais j'observe qu'il est inutile de retrancher de m les carrés

multiples de 3 ; car les formes linéaires assignées à m et à /j dans notre

équation

ne permettent pas que .r (ni j) soit divisible par 3. Les carrés à em-

ployer sont donc seulement 4, 16, 64, 100, 196,...; on laissera de côté

36, 1 14, etc.

Le nombre premier le plus simple que la formule

24 ^" + 1

1

puisse nous offrir est 11. Or on a

18..

1 1 = 2^ + 7.1*,
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et 7 est compris dans la forme 12p. + 7, où l'on peut prendre p. = o.

En posant k = 0., nous aurons

/«=59;

d'où, en retranchant 4 et 16, les deux restes 55 et 43 H est clair

que 55, ou 5.1 1, n'est pas delà forme /7*'*' j''*. Mais on a la solution

59 = 4^ + 43.1*,

où 43, c'est-à-dire 3 .12 -j- 7 est xui nombre premier de la forme vou-

lue I2|l;. -H 7. Ainsi notre théorème est vérifié. En retranchant 36, on

aurait eu pour reste aS ; c'est un nombre premier, mais non pas de

la forme 1 2[j.-h 'j.

Soit enfin A' =: 3, d'où résulte encore un nombre premier

m = S'â.

En retranchant de 83 successivement 4> 16, 64, on aura les restes

79, 67, ig qui sont tous les trois des nombres premiers de la forme

i2|7, + 7 : on a donc ici trois décompositions canoniques

83 = a^ + 79.,%

83 = 4^ + 67.1%

83 = 8* + 19.1*,

en sorte que dans cet exemple, comme dans ceux qui précèdent, notre

théorème se trouve exact.
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THÉORÈME
CONCERNANT LA FONCTION NUMÉRIQUE

RELATIVE AU NOMBRE DES REPRÉSENTATIONS D'UN ENTIER

SOUS LA FORME D'UNE SOMME DE TROIS CARRÉS;

Pau m. J. LIOUVILLE.

Soit ^ (/J.) le nombre des représentations d'un entier donné jjl par

une somme de trois carrés, c'est-à-dire le nombre des solutions de 1 é-

quation indéterminée

^ — x' -{- f' -¥ z',

où Jc, y, z sont indifféremment positifs, nuls ou négatifs. On a

^(0=6, ^(2) = 12, i;(3)=8, ^(4)=6,...,

et nous conviendrons en outre de faire

Ho)=i.

La fonction <]^ [fj.)
jouit d'un grand nombre de propriétés curieuses

dont j'aurai plus tard à m'occupcr longuement. Celle que je vais in-

diquer me paraît digne de quelque attention quand on la prend dans

toute sa généralité.

Soit n un nombre pair quelconque, en sorte que l'on ait

n = a^7w,

a. étant > o et m impair. Désignons par A, B, C trois constantes arbi-

traires et par s un entier auquel nous donnerons les valeurs succes-

sives

^• = 0, s = ±.i, s—±-î, i'=±:3,..., s=±:w.

w étant le plus grand entier contenu dans \Jn, en sorte que u = \/«

quand n est un carré. C'est à cet entier variable s que se rapporte la
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somme

2) [As' +- Bs^ + C) <]> [n - s"'';>

que je désignerai par U. On peut avoir quelquefois n — s^ := o, d'après

ce qui vient d'être dit, et c'est pour cela que nous avons fixé la valeur

de d> (o) en convenant de prendre (j> (o) := i

.

Cela posé, je trouve pour U cette expression très-simple

U= (3A?i^+6B« + 24C) Cm,

où
I
m désigne, d'après une notation d'Euler, la somme des divi-

sem-s de m.

Les constantes arbitraires A, B, C peuvent changer avec n. Rien

n'euipêche, par exemple, de faire

3A«* + 6Bn -h 24c = o:

alors on a

U = o.

Une seule application suffira. Soit « =: 2, d'où m= i , / /« = i . Notre

formule donne

U = i2A+i2B + 24C;

et c'est bien ce qu'on tire du calcul direct, en observant que les va-

leurs de ^ à employer ici sont 0,1 et — 1, de manière que C se présente

avec le facteur

|(2)+2<|;(i),

qui est égal à 24, tandis que A et B n'ont que le facteur

2^.(1),

qui est égal à 12.
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NOMBRE DES REPRÉSENTATIONS DU DOUBLE

D'UN ENTIER IMPAIR SOUS LA FORME D'UNE SOMME DE DOUZE CARRÉS;

Par m. J. LIOUVILLE.

Le nombre N des représentations du double im d'un entier impair

donné m par une somme de douze carrés, c'est-à-dire le nombre des

solutions de l'équation

2 m = xj + .r^ + . . . -f- Xj-g,

où :r,, x.^, . . ., x,o sont des entiers positifs ou négatifs, ou zéro, s'ex-

prime très-simplement au moyen de la somme des cinquièmes puis-

sances des diviseurs de ?n.

Désignons en effet par Ç-, [m) la somme des cinquièmes puissances

des diviseurs de m, i et m compris. Je trouve que l'on a

N = 264Ç,(»2).

Le facteur 264 se rapporte au cas de 7/2 = 1: c'est le nombre des le-

présentations de 2 par une somme de douze carrés. Et en effet ici

tout se tire de la seule équation

2 = (i 1)^ + (=t 1)^-1- o'-^ + 0^ + o^+o'-t-o^-t-o^+ 0^ + 0^ 4- 0^+ 0%

en y permutant les carrés; d'où

N = 4 X '-^^ = 264

.

Soit en second lieu m =; 3. On partira des deux équations

et

dont les seconds membres devront d abord être complétés par des
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zéros pour parfaire le nombre 12, après quoi on effectuera les permu-

tations convenables. Il vient ainsi

N = 264 (20+ 224)5

c'est-à-dire

N = 264 X 244,

ce qui s'accorde avec notre formule, attendu que

Ç3(3)=:I^+3^=244-

Soit enfin m = 5. En partant des équations fondamentales

10=1-1-9, 10 =r I -h I +4 -i- 4»

puis

10 = 1 + 1-1-1-1-1 + 1 + 1 + 4»

et

10 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1+1 + 1 + 1 + 1 + 1,

introduisant le double signe des racines des carrés, ajoutant les zéros

voulus, et permutant, on trouvera

N = 3.8. II (2 + 180 + 2688 + 256),

d'où

N = 264x 3126=^264(1 + 5'),

comme notre formule le dit.

Je ne sacbe pas que personne ait jusqu'ici donné cette formule. I!

est inutile d'avertir que nous l'avons conclue sans aucune difficulté

de noiJonnules générales.

En calculant N, nous avons tenu compte de toutes les solutions en-

tières de l'équation

aw = j:j + X2+...+ X
1 2"

Mais si l'on voulait s'en tenir aux solutions />/o/7/-e5, c'est-à-dire exclure

les solutions où x,, x^,..., x,. ont un facteur commun plus grand

que l'unité, ou obtiendrait un autre nombre M facile au reste à dé-

duire de N. Pour eu donner la valeur, je décompose m en ses facteurs
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premiers de manière à avoir

m:=a''b^...c\

Cela fait, M s'exprime par le produit

Le coefficient numérique est le même que ci-dessus; mais la fonction

Ç5(m) est remplacée par une autre fonction qui ne coïncide avec

^r,îm) que quand les exposants a, jS,..., 7 sont tous égaux à i.

Soit, comme exemple,

m = 9.

[1 viendra

M = 264 (9= + 3=),

tandis que

Nt=264(9' + 3' + i);

et en effet on a dû perdre les solutions de l'équation

2.9 = X^ -f- JTo +...+ ^^2 ,

où X,, x^,..., Xf^ sont divisibles par 3, solutions dont le nombre est

évidemment celui des représentations de 2, c'est-à-dire 244-

La fonction lunnérique

[,5..+ ^5(.-,)][^5,._^^5(r.-.)]...,

dont nous venons de faire usage, est liée à ^^{m) comme la fonction

employée par Eisenstein dans l'expression du nombre des représenta-

tions propres de l'entier m par une somme de quatre carrés, est liée

à Ç, (/tt), c'est-à-dire à la somme des diviseurs de m.

En général la fonction

Tome V (2» série). — Mai 1860. '9
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que je désignerai par Z„(m) est liée de même à Ç„(/?i), c'est-à-

dire à la somme des puissances de degré 7i des diviseurs de m. Cette

fonction jouit d'un grand nombre de propriétés curieuses que je me
propose de développer dans un autre article. Observons seulement ici

qu'en représentant par D^ les diviseurs carrés de m, c'est-à-dire en

représentant par D ceux des diviseurs de ;?j dont le carré divise aussi

/«, en sorte que
m

soit un entier, on a

équation que l'on ppurrait prendre comme définition de la fonction

Z„ (m) dont elle fournirait la valeur telle qu'on l'a écrite plus liant. Le

signe sommatoire porte, bien entendu, sur les valeurs de D : l'unité est

toujours ime de ces valeurs.
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SUR LA FORME

Par m J. LIOUVILLE.

Que tout nombre entier n puisse être exprimé par la forme

ce- + y- + '6[z^ + t-),

en prenant pour x, y, r, t des entiers, c'est ce qu'on peut établir,

comme j'ai déjà l'occasion de le dire [*], par la méthode même que

Lagrange a suivie pour la décomposition d'un nombre en quatre

carrés. Mais je veux ici aller plus loin et fixer avec précision le nombre

des représentations de tout entier donné n sous la forme indiquée,

G est-à-dire le nombre des solutions de l'équation

« = x^ -\- y- 4- 3(r.- + €),

oii les entiers x, y^ r, t jjeuvent être indifféremment positifs, nuls ou

négatifs.

Je distinguerai deux cas, suivant que n est un entier impair ou bien

est de la forme -x' m, m étant impair et a > o

Dans le premier cas, celui où n est un nombre impair, le nombre N
des solutions de l'équation

« = x^ + j= + 3(z^ + t^)

s'obtient très-simplement ; c'est le quadruple de la somme des diviseurs

de n, ceux qtie j divise exceptés.

Ainsi pour «= i, on a N = 4? ^t c'est ce que l'on voit a priori eu

['] Foir tome I (2' série), page 280.

'9 •
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observant que

i=(± i)= + o= + 3(o= + o-) = o='+(± i)= + 3(o='+ o=).

Pour « = 3, les diviseurs de ii sont i et 3, mais le diviseur 3 doit

être exclu. Il vient donc encore N = 4- Et c'est bien ce que montre l'é-

quation double

3 = o^+o^ + 3[(±i)= + o^J = o=4-o=+ 3[o- + (±i)=].

Soit encore « = 5. On aura N = 24- Les équations

5 = (± if 4- (± i)- -h 3[o + (=h i)^] = (± i)=. + (±1 1)^ + 3f(i- i)^ + o^]

et

5 = (± 0- + (±2'f + 3(o--i- o^) = (±2)^ + (±i)- + 3(o=+o-)

confirment ce fait.

Quand on a

n = a^/zz,

m étant impair et a > o, la régie pour trouver le nombre N des solu-

tions de l'équation

?i = .r- + y- + 3 (;.- + <=)

est un peu plus compliquée. H faut alors opérer sur le facteur impair

m comme tout à l'heure sur zz, c'est-à-dire cherclier la somme des di-

viseurs de m, ceux que 3 divise exceptés. Soit S cette somme. Je

trouve pour N la valeur générale que voici :

N = 4(2"^'-3)S.

Pour a = I , zz = 2 m, on a donc

x\=:4S;

pour a = 2, zz = t\m, on a

N=:2oS;
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pour y. = 3, n = 8 m, on a

N = 52S;

pour a = 4j " = '6 '«5 011 a

N = ii6S;

pour a = 5, 7/ = ^irn, on a

N = 2/|4S;

et ainsi île suite.

Ajoutons quelques exemples, et d'abord soit ?i = 2, d'où a = 1

,

m = I , S = 1 , N = 4 : cela s'accorde avec l'équation

2=:(lfcl^) + (+l)^+3(0= + 0^).

Soit ensuite n= 10, d'où a= i, m = 5, S = 6. On en conclura

N=24; or c'est bien ce qui résulte des expressions ci-apres du

nombre 10 :

{± ly- + (± 3f + 3(o^ + o=), (± 2y- + o^ + 3[(± if ^ (± 1)^],

(±3)=4-(+i)^ + 3(o=+o^), o''-h{±2f-^3[i±i') + {±iy-].

Soit encore ?/ = 4, d'où a = 2, m = i . Il viendra N = 20, comme

le donnent effectivement les expressions suivantes du nombre 4 :

(±2)* + o= + 3(oM-o^), o^ + (i2f 4-3(o^+o^),

(+i)^ + o^ + 3[(± 1)^ + 0=], (ihif + o^ + 3[o'- + (±i)=],

o^ + (± 1)= + 3[(± i)= + o^-], o^ + ( ± if + 3^- + ( it 0' ]

Enfin soit n — i 20. En observant que 1 20 est le produit de 8 par 1 5,

on verra que, pour ce nombre 120, on a a = 3, m = i5 : les diviseurs

de 1 5 étant i, 3, 5, i5, après avoir exclu 3 et i5 que 3 divise, on ob-

tiendra S = 6; d'où finalement

IS = 52 X 6 = 3i2.

Je laisse au lecteur le soin de vérifier ce résultat par le calcul direct.

La formule

N = 4(2"'-^"- 3)S
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qui fournit le nombre des solutions de l'équation

quand a > o, ne convient pas au cas de a = o. On aurait une for-

mule générale en posant

ou bien encore

N = 4[2"'^"- 2- COs(i"7l)]S.

Mais il est plus simple de considérer séparément les nombres impairs

et les nombres pairs.

Jusqu'ici nous avons admis tout à la fois et les solutions propres et

les solutions impropres de l'équation

n = x^ + j^+ 3(z.='+ r-).

Excluons maintenant les solutions impropres où x\ j', z, t ont un fac-

teur commun > i , et cherchons le nombre M des solutions propres.

A cet effet, mettons en évidence les nombres premiers qui peuvent

entrer dans la composition de n, et posons

où a et |S peuvent se réduire à zéro. Nous séparons 2 et 3 des autres

nombres premiers a, b,..., c. Ils jouent en effet un rôle particulier.

J'observe d'abord que quand on a

il vient

M = o;

car alors ,r,j", z, t ont nécessairement le diviseur 3.

Restent les valeurs

/3 = o, p=r,
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répondant aux deux formes

x'ai'b'...c\ 2^.'6.a''br..(f'.

Or il est aisé de voir que pour les deux noin})res qu'elles donnent en

prenant pour ce, a, fx, etc., les mêmes valeurs, la valeur de M est aussi

la même. Désormais donc nous supposerons /3 = o, partant n premier

à 3, ou

n=^i''a''b'...c'.

Cela étant, M dépendra du produit

{a''+a-'--'){b' + b'
- ')...{c'"+c'^-')^

que je désignerai par R, et de l'exposant a.

Pour a == o et pour a = I, c'est-à-dire pour n impair ef pour n

simplement pair, on aura

Mr=:4R.

Pour a = 2, on aura

M=: i6R.

Enfin pour a > 2, on trouve généralement

M = 3.2"^'R.

Soitj comme exemple,

n = 5- :

il viendra

tandis que

et en effet on a dû perdre les quatre solutions contenues dans la double
égalité

5^ = { ih 5)^ + 0= 4- 3 (o^ + o* )
=r o^ -f- ( ± 5'!^ + 3 (o» -h o'-' '

.

Soit ensuite
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il viendra

M=i6{5^ + 5j,

tandis que

N = ao(5' + 5 + i).

Or les solutions perdues ici sont d'abord celles où .r, j, z, t sont di-

visibles par 1 sans l'être par 5 ; leur nombre est celui des solutions

propres de l'équation

5= = x'= + j'=4-3(z'=+/'=):

nous venons de le trouver égal à 4(5'^ + 5). En outre on perd les so-

lutions où a, j% z^ t ont le facteur 5, le facteur a restant possible sans

être nécessaire : leur nombre est celui des solutions propres ou impro-

pres de l'équation

4 = .r"^4-jr"= + 3(s"«-h t"^),

cest-à-dire 20. C'est bien là ce que disent nos formules.
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MÉMOIRE
SDR

L'EMPLOI D'UN NOUVEAU SYSTÈME DE VARIABLES

DANS

L'ÉTUDE DES PROPRIÉTÉS DES SURFACES COURBES;

Par m Ossian BONIVET.

Dans l'analyse appliquée à la géométrie, on définit, en gênerai une

surface par une équation entre les trois coordonnées rectangles de ses

différents pon.fs; toutefois il est presque évident à pnon qu d y aurait

de c^rands avantages à substituer aux coordonnées trois autres variables

Hée^'s dune manière plus intime à la forme de là surface. Je me propose,

dans ce Mémoire, d'exposer une théorie complète des surfaces courhes

( non développables) fondée sur la considération des variables qui ser-

vent à fixer la position du plan tangent. Mon travail se compose de

deux parties : la première contient les formules générales relatives aux

Hgnes géodésiques, aux lignes de courbure, aux rayons de courbure

des sections normales, etc., et plusieurs applications s.mp es, qui deja

mettent en évidence l'utilité de ces formules. La seconde partie est

consacrée à la recherche de certaines classes de surfaces parmi les-

quelles je citerai les surfaces dont un des rayons de courbure princi-

paux est constant, les surfaces d'étendue minimum, les surfaces dont

toutes les lignes de courbure sont planes. La plupart de ces surfaces

ont été étudiées par Monge, mais l'emploi des formules établies dans

la première partie facilite d'une manière remarquable les intégrations

et l'interprétation géométrique des résultats obtenus.

Soit une surface S rapportée à trois axes rectangulaires, et considé-

rons un de ses points M ayant £, •/,, ? pour coordonnées. Si nous appe-

lons a fi, 7 les angles que la normale MN, menée à la surface S par le

point M, fait avec les parties positives des axes, et c? la distance de l'on-

Tome V (2'' série}. — Mai 18G0.
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gine au phm tangent, nous aurons pour l'équation de ce dernier plan

( i) X cos a + Y cos|3 + Z cosy = â,

X, Y, Z étant les coordonnées courantes. Dans cette équation, il entre

quatre variables cosa, cos/3, cosy, â, mais les trois premières sont

liées, comme on sait, par la relation

cos- a -+- cos* p + cos^ y =; i

.

On laisse cette condition de côté en posant

cosa = sinô coso, cos/S = sinSsiny, cosy = cos9,

ce qui donne pour l'équation (i)

(2) XsinScos'j/ + YsiuSsintp -H Zcosô = tJ,

et alors considérant â comme une fonction de S et de y, ou a l'équation

générale des plans tangents à une surface déterminée quelconque. A

la place de d, ç, â, on peut prendre trois autres variables liées d'une

manière quelconque aux premières ; voici le choix qui m'a semblé de-

voir conduire aux résultats les plus simples. Je conserve f que j'appelle

X, puis je pose

-—- — dy ou tang-» = e',
sine ^^

' ^2
ce qui donne

I - I , 2 6''' I I

si 11 5 =: 2 sin - 5 cos - S =
2 1 + e-.' ef H- e~^ cos iy

2

e-y — t/

LOS 6==
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Il ne sera pys inutile d'observer, avant d'aller plus loin, que x re-

présente l'angle du plan mené par la normale MN parallèlement à

l'axe des Ç avec le plan des (Ç, Ç) ;
que J' est le logarithme-tangente de la

moitié de l'angle formé par la normale avec l'axe des Ç, et enfin que z

est la distance de l'origine à la trace du plan tangent sur le plan des

(S, Yi). De là il résulte que les points de la surface S pour lesquels x est

constant, sont tels, que la normale en ces points est parallèle à un

même plan conduit par l'axe des Ç, et que les points pour lesquels j
est constant sont tels, que la normale en ces points fait le même angle

avec l'axe des Ç. Nous donnerons, pour cette raison, à nos lignes

coordonnées jr= constante, j' = constante, le nom de méridiens et de

parallèles. Ajoutons encore que si, à l'exemple de Gauss, on rapporte

les différents points de la surface S sur une sphère de rayon i, en me-

nant des rayons respectivement parallèles aux normales de la surface,

l'équation en a: et j' qui définira une courbe quelconque tracée sur

la surface , conviendra aussi à la transformée sphérique de cette

coiu'be, pourvu que l'on considère x et ^ comme les variables dont

je me suis servi au connnencement de mon Mémoire sur les surfaces à

lignes de courbure planes ou sphériques, variables qui représentent la

longitude et le logarithme-tangente du demi-complément de la latitude.

Montrons maintenant comment, de l'équation (3), qui définit tous

les plans tangents à la surface considérée, on peut déduire les coor-

données E, Ti, 'Ç, d'un point quelconque de cette surface. Pour cela,

observons qu'un point de la surface se trouve non-seulement dans le

plan tangent mené par ce point, mais encore dans tous les plans tan-

gents menés par les points infiniment voisins; donc 2, vj, Ç substitués

respectivement à X, Y, Z doivent vérifier l'équation (3) et cette équa-

tion différentiée, soit par rapport à x^ soit par rapport à j, en laissant

X, Y, Z constants. Ainsi, si l'on pose

on a
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Telles sont les équations qui déterminent les coordonnées B,yi,Ç', nous

les mettrons le plus souvent sous la forme

i Çcosjr- + /) siuj: = — z — i tang/j". 7,

,,.
] ^ sina: — i?cosx = /j,

COS IJ

et quelquefois sous celle-ci

ircos
[ao — m) = — z — ilangij.q,

/•sin(a:-to) = p,

COS IJ

en substituant les coordonnées polaires r et w aux coordonnées rectan-

gulaires S et y;.

PREMIÈRE PARTIE.

FORMULES G^MÎRALES DE LA THÉORIE DES SURFACES COURBES.

Les formules que l'on rencontre dans la théorie des surfaces peuvent

êlre classées en deux catégories bien distinctes : celles de la première

catégorie se rapportent aux éléments qui restent les mêmes lorsque

l'on déforme la surface sans en changer l'étendue, telles sont les for-

mules relatives aux longueurs des lignes qu'on peut tracer sur la

surface, aux angles que font ces lignes, aux aires comprises entre ces

lignes et enfin aux courbures que M. Liouville a appelées géodésiques;

les formules de la seconde catégorie se rapportent aux éléments qui

dépendent au contraire de la forme de la surface. Nous allons d'abord

nous occuper des formules de la première catégorie.

Évaluons l'élément linéaire de la surface, c'est-à-dire la dislance (h

de deux points infiniment voisins répondant aux valeurs x^j" ; x -]-djc,

y -V- dj des variables indépendantes ,r et j . Si nous différentions les

équations (4) en faisant varier x, j-, Ç, >?, Ç, il vient, après réduc-
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tions,

d^cosx + dï] sin X = — itangijlsdx + {t + itangij.q)dj-],

d^ sin X — c/yj cosx = (
/ 4- / tang ij\ q -h z) dx + sdj^

(5)

^^ =^ [•^^'^ + (< + '" tang/j. 7) r/j],

ou I 011 a

Faisant la somme des carrés membre à membre, on Ironve

ds^ = [(r + itangij.q + z)dx + ^'dj-f

-h [sdx -h {t -h itangijr.(j)dj-Y

ou bien

(6)

ds^ = [udx -+ vdjY + {vdx -+- wdjY
—. (m* h- f^) (/x* + 2 p (f^ 4- iv) dx dj + (p* + vv^) f/j^-,

en posant

/• + j tang?;- .q + z =: it, s =^ v, t -\- /tang ij.q = w.

II.

Les quantités u, i>, w doivent jouer dans la suite un très-grand rôle
;

nous ferons dès à présent remarquer deux de leurs propriétés. On a

/ du dv .

;^=^ + aang,j.u',

(7)
\ , di d(v dv

puis, en se rappelant la troisième des équations (4),

V = cos ir • -ri
•^ dx

(8) (M'=rCOs/j.^,
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m.

Les équations (7) sont caractéristiques, je veux dire que trois fonc-

tions de ^ et de j qui, prises pour u, p, w, vérifient les équations (7),
peuvent toujours être considérées comme se rapportant à une et à une
seule surface. Pour le démontrer, je vais faire voir que si l'on se donne
trois fonctions u, f, w satisfaisant aux équations (7), il sera possible

de trouver une fonction z telle, que l'on ait

d-'z . dz
-j—, -+- I lang / r • -7- -I- 2 = «.
d.f ~ -^ dv

d'-z _
dxdy ~ '^''

d'z . . dz— + Mang/j-.-^=u..

En effet, les deux dernières équations reviennent a

'h_ dz

d. ^
cos ly V cos iy

dx rosiy dy cos 'Y'

dz

donc, si z existe, —^ devra avoir pour différentielle totale
"''' "^ "''^'

•

cosiy r ç^^-^.

dz

Cette propriété détermine à une constante près la valeur de ——, et
' cos h

cette valeur existe toujours, car, à cause de la seconde des équa-

tions (7), on a

Posons donc



PURES ET APPLIQUÉES. 169

nous déduirons de là

c - / Ç cosijdj — Ci sin /j + X,
^

X étant une fonction arbitraire de x; il faudra maintenant que X
puisse être déterminée par la condition

Ç Ç^ cos ijdr + / Ç cos ij df -h ; sin /j . Ç + X" + X = «,

i/o
"

Jo

ce qui exige que l'expression

—
-^ cos /j df -— Ç cos nv/J — ' sui ij . Ç

o "'^ t-'o

ne contienne que x, c'est-à-dire ait zéro pour dérivée relative a j; or

on reconnaît que cela a lieu en vertu de la première des équations (7),

en remarquant que

d^X, _ ~dx de, iv

dx''
"~

cosïj' dy
~~

COS iy

Ainsi X existe, et sa valeur générale est d'ailleurs de la forme

X, — C cosx — C" sin x-,

C et C" étant des constantes arbitraires; donc z existe aussi et a pour

valeiir générale

z, — Cisinij- — C cos^ — C'smx.

z étant connu, on n'a qu'à substituer sa valeur dans les équations (4

pour obtenir les coordonnées rectangulaires ^, /j, Ç des différents

points de la surface. On remarquera sans peine que, quoique la valeur

générale de z renferme trois constantes arbitraires, il n'y a cependant

qu'une surface qui satisfasse à la question, car en portant les axes

parallèlement à eux-mêmes au point dont les coordonnées sont C, C".

C, on fait disparaître ces trois constantes.
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IV.

Reprenons le carré de l'élément linéaire de la surface

On en déduit immédiateuient (voyez Disquisitiones générales circa

superficies cun'as de Gauss
)

djc \ju- -1- ('^ dj \/v'^ -+--\v''

pour les éléments des lignes coordonnées j = constante, x — con-

stante; puis en appelant w l'angle que ces lignes font entre elles

V {u -h tv]

(q)
cosw =:

par suite

(9)

sm&j

tangro
lia' — (''

(' ( Il 4- «'
)

De là résulte que l'élément <YA de la surface, compris entre quatre

lignes coordonnées infiniment voisines, est

(lo) d\ — {uiv — <'^) dxdj,

formule très-simple et débarrassée de radicaux qui rend commode

dans le problème de la quadrature des surfaces l'emploi des varial)Jes

.r et j.

On peut observer, en passant, que cosu ne devient nul que pour

(^ = o ou bien pour u + w = o, Or, comme on le verra plus bas,

la condition v=o convient aux surfaces dont les lignes de l'une des

courbures sont dans des plans parallèles; la condition

/^ -+- IV = o

définit les surfaces d'étendue minimum. Ce n'est donc que |)our les
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(If'iix classes de surfaces dont nous venons de parler que les méridiens

et les parallèles peuvent se couper à angle droit.

V.

Soit maintenant

mdx -¥ ndy = o

l'équation différentielle d'une ligne quelconque tracée sur la surface

S, et appelons 9 l'angle que cette ligne fait avec les méridiens :r= con-

stante; nous aurons

sin ç n \u' +- v'

ou

d'où

(c^ + «'') sinif n

V (^11 + (1'
) sin If

—
( H«' — I'' ) cos 5> m

n (uw— r'')

taneç = —;
; rv-—n*

o ' nv \u-\- w) — TO ( c' -\- w' I

VT.

Appliquons, en particulier, le résultat précédent aux lignes

udx -t- vdy = o

et

%'dx + wdy = o

.

Nous trouvons pour la première

tang<p, =-£,

et pour la seconde

rv

tane©, = -•01- (,

On conclut de là que les lignes

udx ^ vdy — o, vdx + (vdr = o

lomeV (
j" h^riiO — Mai iHfif,.

^
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forment deux systèmes orthogonaux ; mais l'équation

vdx -+- wdj = o,

en remplaçant pet w par les valeurs que fournissent les équations (8),

se réduit à

— dx + —dr= o
dJC dy "

ou

Ç =: constante;

donc les courbes

vdx -t- wdy = o

sont les lignes de niveau de la surface par rapport au plan des (s, y;);

par conséquent, les courbes

iidx -+- '^dj = o

sont les lignes de plus grande pente par rapport au même plan des

VII.

Nous substituerons, dans la suite, à l'angle y qu'une ligne fait avec

les méridiens :c = constante, l'angle 6 formé avec les lignes de plus

grande pente, udx + vdj = o. Les lignes Irigouométriques de ce nou-

vel angle sont d'ailleurs faciles à obtenir. En effet, on a

5 = fp — (jj,,

d'où
, tango — taniiçi

tango = ^ -^^^

et en remplaçant tangy et tangip, par leurs valeurs

^ lin — vm
(i i) tangS = '

un— l'ni

sni 9 =

d'où Ton lire

1 sin 9 = , ,
—

^

T
('0

f \Jl 11^ + f'j n'— ai' (k + tv) nin -^ (
i'- 4- (f') (
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On peut mettre ces résultats sous une autre forme : appelons ds l'arc

de la courbe considérée, compris entre le point [x^j) et le point in-

finiment voisin [x -+- dx, j -\- df\ nous aurons

d'où

(la)

th ris

tang
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(le plus grande pente, puis la première des équations (12) montre que

H d.v -\- vdy

vdx -+ tvdy

représente la tangente de l'angle sous lequel les lignes cherchées cou-

pent les mêmes lignes de plus grande pente. Or le produit de ces deux

tangentes doit être égal à — 1 ; on a doue

{un — vm) [uHx -+- vdj) -f- [va — ivm) [vdx -+- iydj) = o

pour l'équation différentielle des trajectoires orthogonales.

Si les lignes considérées, au lieu d'être définies par leur équation

différentielle, étaient données par l'angle d sous lequel ces lignes cou-

pent les lignes de plus grande pente, on trouverait d'une manière ana-

logue que l'équation différentielle des trajectoires orthogonales est

sinô [udx -+- vdj) -f- cos5 {vdx -t- ivr/j-) = o

ou bien

(i4) [il sin5 -I- V cos6) dx -h [v sinÔ + tv cosÔ) dj-= o.

IX.

Je vais maintenant m'occuper de la courbure gêodésique; et d'a-

bord j'établirai une formule importante qui fait connaître cette cour-

bure dans le cas général où les lignes coordonnées sont tout à fait

quelconqties.

Soient n et v les deux variables indépendantes au moyen desquelles

on lise la position des différents points de la surface, et supposons

l'élément linéaire ds de la surface déterminé par l'égalité

ds- = E (//<* -+- lY dudv -i GfA'*.

Considérons deux séries de lignes orthogonales représentées respecti-

vement par les équations

a = constante, ,'S = constante.
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Posons

(h. = itidn + ndv, dfi = pdit + qdv,

fions aurons, k étant un certain facteur, .

,
j{Eii — Fm) = p, j{Fn - Gm) = i],

d'où

En- - iFinn -+- Gm- = -JL^^[Ef - i Epq -\- Gp"" ).

Or i et « étant les arcs des courbes- a := constante, |3 = constante,

On a, d'après une formule coinUie [vojez mon Mémoire sur la théorie

générale des surfaces, XXXIP cahier du Journal de l'Ëcole Poljtech-

niqiie) pour la cotirl)ure géodésique — des courbes a = constante,
?V-

I
d,^ d^ s

d^ s.dyt

ou la caractéristique d,j indique les différentielles piises en laissant (^

constant et en faisant varier a de da, et la caractéristique r/y? les diffé-

rentielles prises en laissant a constant et faisant varier j3 de dfj\ mais

d^S=
.

"^

> d,,t =
. ,

donc

I _ y/E^^ — 2F/>f/ + G/^^ V^En-— 2Fmn + Gm^ j y/EG — F-

P^

"
(EG — F^)rfa ''

^Eq^ — lYpq 4- G/-''

on bien

I E«' — 7.Fmn +- Got'
/.

Py / V EG — F' d a v'K «' — 2 F '"" + G"'"

D'ailleurs

d-
ly V'E"''— 2F/«.'2-t- Gm' ,

vE// — 2Fw« + Gm- '^"

/
d

JE/i^ — 2 F mn -+- Gra' ,
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puis

d'où

md„,u -v- ndryV = da,

pda, u + qdrj t> = c,

, — qda — (Fn — Gm)tla

d„v =

np — niq E«' — Q.F/ii/i -f- G ni-

pd'j. (E« — Vm)dj.

np — mq E«^— Q.Fmri -+- Gw'

on a donc encore
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Or ds étant, comme pitis haut, l'arc de la courbe compris entre le

point [x, y) et le point infiniment voisin [x -^ dx^ y H- rf^), nous

avons trouvé

(Ix II

"^ \/(it' -h 1'^) n' — 21'
( K 4- »') mn -+ (>•'' -\- a''') m'

df _ —m
y (
« 4- (>' ) /î' — 2 ('

( « + (V ) w« + (
(' -t- (i'= ) m'

donc on a

,,.|^(,. + ,.)g + .,(„ + .,)g]

dy

P„ ««' — "' [dx ilr~\

dx
j

OU, à cause des formules (12),

I I ["(^ (« sin9 + 1" cos6) i-/ (c sin 9 + te cos9)"|

p^ uiv — (•' L dj dx J
'

c'est-à-dire, en développant,

(I du di' \ . . i dv div \ .

p
mv— V i

r.^ d9
, . r r,^ dO

1 -\- {u cosO — i' sm & )
-—h (u> SU] Q — v cos6) -j-

\
^

.
' dy ^ ' d.T

et, en se rappelant les formules {7) et (i3),

(16) —=: iXanq^ijdx + dQ^

résultat d'une simplicité remarquable.

XI.

La formule (16) conduit immédiatement à plusieurs conséquences

curieuses On voit que si deux des trois quantités — > dx, dô sont siip-
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posées nulles, la troisième le sera nécessairement. On a donc les trois

théorèmes suivants :

Si une ligne géodésique tracée sur la surface S est en même temps

ligne méridienne, elle coupera sous un angle constant les lignes de

niveau.

Si une ligne géodésique tracée sur la surface S coupe sous un

angle constant les lignes de niveau, elle sera en même temps ligne

méridienne.

Si une ligne méridienne tracée sur la surjace S coupe sous un

angle constant les lignes de niveau, elle sera en même temp'i ligne

géodésique.

Ceci posé, cherchons 1 équation générale des surfaces sur lesquelles on

peut tracer luie série de lignes qui jouissent à la fois ties trois propriétés

d'être lignes géodésiques, d être lignes méridiennes et de couper sous

un angle constant les lignes de niveau. Si nous appelons 9 l'angle sous

lequel les lignes dont il s'agit coupent les lignes de plus grande pente,

S sera une fonction de x, et en même temps on aura

rfç

• V dx
tangS = - = —

,

" »' de

donc on pourra poser

ou

dy

de, . . dl

Ç = F(j+X),

X étant une fonction de x\ par suite, d'après la troisième des équa-

tions (4)

:. = fcosij¥{j-hX)dj + X,,

X, étant une nouvelle fonction de x. z étant connu en fonction de x
el de J^,

la surface est déterminée.

XII.

Les lignes géodésiques sont celles dont la courbure géodésique est
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mille : on a donc pour ces lignes l'équation

(17) itangij-dx -h dd — o,

à laquelle il faut joindre celle-ci

(i3) («cosô — i>sm9)da: — (u'sinâ — i'cosô) dy — o,

qui a lieu pour toutes les lignes tracées sur la surface S. Les équa-

tions (1 7) et (1 3) paraissent devoir jouer un grand rôle dans la théorie

importante des lignes géodésiques; c'est ce que je vais essayer de

montrer, en appliquant ces équations à la solution de plusieurs ques-

tions de nature différente.

1°. On déduit d'abord des équations (i--;) et (i3) un casd'intégrabilité

qui n'a pas, je crois, encore été remarqué. Supposons que les trois

fonctions u, i», w ne dépendent que de j ; éliminant dx entre les deux

équations (17) et (,i3), nous aurons la suivante

(mcosÔ — t'sinô)<^9 + /tang/j"(tv'sinô — i'cos9)r// = o,

qui ne contiendra que les deux variables S et j. Je dis que cette der-

nière équation a pour intégrale

MsinS + f cos9 = constante.

Il suffit, pour le démontrer, de faire voir que

du . ,
. dv ...- = itangir.«', - = -?tang/r.f.

Or cela est évident en vertu des relations (7).

Les surfaces pour lesquelles u, i', w sont fonctions de y seul sont fa-

ciles à déterminer. En effet, les équations (7) donnent sans peine, dans

le cas dont il s'agit,

Y'
a =; Y, t'=/?îCOS«r, IV = : -•:

Y étant une fonction arbitraire de y et m une constante; puis, en sui-

vant la marche qui a été indiquée au § III, on trouve

z = — mxi%\x\ij -\- Y,,

Tome V (2« série). — Mai 1860. 2a
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Y, étant une nouvelle fonction de j", liée à la première par la relation

Y = Y, +aang(7-Y',;

s étant connu, on a enfin les coordonnées d'un point quelconque de

la surface par les équations (4) ou par les équations [[\bis). Je dis

maintenant que les surfaces que nous venons d'obtenir sont engendrées

par le mouvement hélicoïdal autour de l'axe des Ç d'une courbe plane

ou gauche quelconque. En effet, pour qu'une surface soit du genre

hélicoïde, il faut et il suffit que lorsqu'on fait croître x de Xq sans chan-

ger j^ r reste constant, w croisse de Xq et Ç croisse de mx^. Or, d'a-

près les équations (4^'^), les deux premières conditions exigent: i''que

p ne contienne pas x et par conséquent que z soit de la forme Yx+ ^
, ;

2"^ que Y+ /tang/j- Y' soit nul et par conséquent que Y soit de la forme

— ;?//sin/y ; d'ailleurs la troisième condition est satisfaite d'elle-même

lorsque

Y = — mismij',

donc pour qu'une surface soit du genre hélicoïde, il faut et il suffit

que
; =— mxi sin ij + Y,

,

Y, étant inie fonction arbitraire de jr.

2°. Non-seulement les équations (17) et (i3) facihtent, dans beaucoup

de cas, la recherche des hgnes géodésiques d'une surface donnée,

mais elles servent surtout à déterminer une surface d'après quelque

propriété relative à ses lignes géodésiques.

Cherchons, par exemple, les surfaces qui admettent comme lignes

géodésiques toutes les lignes pour lesquelles l'angle Q formé avec les

lignes de plus grande pente est une fonction connue de x et de f.

L'équation (17) donnera

(la lia dy

" -^ dx dy djc

dy
et, en remplaçant -~- par sa valeur déduite de la première des équa-

tions (i3), on aura

(18) (/ lang/j -f- ^ j
(iv'sinô — t'cosô) -\-

y-, (w cos9 — l'sinô) = %.
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Si, au lieu de I angle 5, on se donnait la tangente k de cet angle, l'é-

qnation du problème serait

\jL + ' *-''"g'J (• + k^-)\{wk - i') + ^ (« - l'/î) = o.

3". L'équation précédente permet de démontrer très -simplement

qu'il n'est pas possible de trouver sur une surface courbe deux séries de

lignes géodésiques qui se coupent à angle droit; propriété remar-

quable que M. Liouville a indiquée pour la première fois dans ses

Notes a VÂnnljse appliquée de Monge. Supposons, en effet, qu'il

existe sur une surface S deux séries de lignes géodésiques orthogo-

nales entre elles. Appelions A, et k^ les tangentes des angles sous les-

quels ces lignes coupent respectivement les lignes de plus grande

pente, nous aurons

[S + 'tang/>

(

I + Ai)] (ivX-, -v) + '^ (" - ^A", ) = o,

[ê + 'ta"g'>(i +^?)] ("''^'^ -v)-^ ~ (« - i'A-2) = o,

k^ Aj = — I .

Je multiplie la première équation par — ? la seconde par — et j'ajoute,

il viendra, eu égard à la troisième,

7->li-^ ^^^^wr{k\ + kl +
2)J

- . (^_+ ^) = 0.

Multipliant ensuite la première équation par —, , la seconde par —, et

ajoutant, nous aurons

' ['^ - 'i *'>'"^'r'M + « - ')] - " (t + f) = -

la comparaison de ces deux relations donne

nw

Or cette équation ne peut convenir à aucune surface et définit seulement

une ligne, comme nous le montrerons plus loin (deuxième partie, § V).

22..
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Il ne sera pas inutile d'observer que par le choix même de nos

variables indépendantes x et j", nous excluons essentiellement de

nos recherches le cas des surfaces développables, de sorte que'

le résultat que nous venons d'obtenir ne doit pas être étendu a ces

surfaces; et, en effet, on sait qu'il est toujours possible de trouver

sur une surface développable et cela d'une infinité de manières deux

séries de lignes géodésiques orthogonales.

!f. Proposons-nous, maintenant, de trouver les trajectoires ortho-

gonales d'nne série de lignes géodésiques. Soit & l'angle sous lequel

les lignes géodésiques considérées coupent les lignes de plus grande

pente, l'équation des trajectoires orthogonales cherchées sera, d'après

ce que nous avons obtenu au § VIII,

(«sinS + t'cos5)r/x+ (t'sinô + (i'cos6)flr^ =o.

Je dis que cette équation a pour premier membre une différentielle

exacte. Il suffit, pour le prouver, de faire voir que

^(asinS+ i'cosâ) rf(csin9 -)- ivcosô)

dy , dx
\

Or en dévelopjjant on trouve

. - Ida dv \ ^ Idv dw\

'"''^\jy--d-^^^'''^\^y-T^

-t- («cosô — t--sin6) — -I- (ii'sinô — ccosâ)-^ = o,

ou bien, en tenant compte des équations (7),

(«cosô — csinS)^ 4-(irsinô — f cosÔ) (^ + /tang/j) = o,

ce qni a lieu en effet d'après l'équation (18). Ainsi l'équation en termes

finis (les trajectoires orthogonales cherchées est

(19) / [(wsinô-t- i'cosÔ)^/j:+ (i'sin6+ w coi,^) dj\ = c.

5°. Évaluons l'arc infiniment petit d'une ligne géodésique quelconque.
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compris entre les deux trajectoires orthogonales qui répondent aux

valeurs f et c 4- de de la constante c. Appelons ds la longueur de cet

arc et x et j, x + dx et j^ + dj les valeurs de x et de ^ relatives à

ses extrémités, nous aurons d'après les équations (i3)

d:r n'sin9— i'Cos6
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ou bien

-y—r [ucosd — l'SinS) -4- -—- (ivsinô — l'COSO)
dady ^ ' dj.dx ^ '

dS rf9
, . , ^. d6 d& , . .- -N

r -r ("sin 5 H- pcosS) + -;—;- (ivcose + i^sinS)
dct. dy ^ da dx^ '

d% I du . dv . . dw . . d\< A
-+ -y- -rCO?>^ — -j- sino + -r-sinô ;- cos9 = o.

da. \dr dr d.r dx '

OU bien encore, à cause des équations (7),

-j—r (n COS& — f sinS 1 -I- -;

—

- tvsin& — fcos&
dady^ ' d-j.dx^ '

d<i d5 , . . ., dQ
, , . -, /d& . \— -^ -7-\usiny -4- t'CûsS) -I-

— (ïv'cosS -+- i'sin&) ( — + aang^j) = o.

Or, puisque 6 =f[a:, y, a) est une intégrale des équations (17) et (i3
,

on a, quels que soient x, j et a,

dfi

( jvsinS — i'cosô) H- (mcosÔ — t'sinS) — = o.

Dit'férentiant cette dernière équation par rapport à a, on tombe préci-

sément sur la condition qu'il s'agit de vérifier.

XIII.

Je terminerai par quelques mots sur les systèmes de lignes orthogo-

nales qui peuvent partager la surface en carrés infiniment petits. On
sait que ces lignes, que je proposerai d'appeler isométriques^ sont

données en égalant à zéro l'élément linéaire de la surface {voyez un

article de M. Liouville, t. XII de ce Journal); leur détermination dé-

pend donc dans notre système de variables de l'intégration des deux

équations

[u -\- iv) dx -\- [v -h iiv)dj' = o,

(« — iv) dx 4- (i' — iiv) dj = o.

Si a + ifi est le facteur qui rend intégrable la première équation et
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par conséquent ce — i^ le facteur qui rend intégrable la seconde, les

équations différentielles des deux systèmes de lignes considérées

seront

{au — ^v)dx -\- [ai^ — ^n')dj =z o,

{av + ^u)dx + (aH'+ [i v) dj = o,

et a et j3 satisferont aux deux relations

d[aii — fit') f/(af— fjw)

{20)
dj dx

dy d.r

qui, en développant etsimplifiant au moyen deségajités (7), deviennent

da. db (la. d'i

-f- v-^.aiXdiV\ei} .w -i- QhAxisiy .V = v -, ^v -^ ~ 11" ' d.r d.r dy dy

O . . ... dcn d& da. d&
[i i\.Aus.ir Av — aiianeir .V= w— + v ^ — v u-f-° ' ° ^ dx dx dy dy

En cherchant l'angle 9 sous lequel les lignes isométriques coupent les

lignes de plus grande pente, on trouve pour les lignes du premier

système

tango, = ^,

et pour les lignes du second système

tang5, =-^.

Ces deux résultats remarquables permettent de trouver simplement les

équations aux différences partielles des surfaces qui admettent comme
lignes isométriques deux systèmes de lignes orthogonales données, les

deux systèmes de lignes de courbure, par exemple; mais ce sujet est

trop vaste pour être traité ici avec l'importance qu'il mérite : je me
propose d'y revenir dans une autre occasion. Je me contenterai, pour
donner une idée de la marche à suivre, de considérer les surfaces qui

admettent comme lignes isométriques les deux systèmes orthosonaux
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formés par les lignes de niveau et les lignes de plus grande pente. On a

alors j3 = o, et les équations (20) deviennent

d[au) d[a.v) d[av) f/(a(v)

dy dx dy d.T

I j . d<, . de,
la seconde, en remarquant que f = cosi> •— > w = cosi) •— , montre

que acos(r est une fonction de Ç; on peut donc poser

Ioga= / (p(Ç)</Ç— logcos/j,

et la première devient

tang/)-.(v := t^(p(Ç) g _ M
l^ç

(Ç) ^ -4- /tang/j],?ta

on

Ditférentiant par rapport à y après avoir remplacé 11 par sa valeur

tournie par la troisième des équations (8), on trouve

IL
dxdy

-(, + »langV)f (Ç) [(2)'+ (S)'] + lang'> -^ = 0.

Telle est l'équation aux différentielles partielles du second ordre des

surfaces cherchées. Cette équation s'intégre dans plusieurs cas, comme
nous le montrerons dans le travail annoncé.

XIV.

Nous allons maintenant nous occuper des formules relatives aux

éléments tels que les lignes de courbure, les lignes asymptotiques,

les rayons de courbure des sections normales, qui dépendent essentiel-

lement de la forme de la surface.
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Reprenons l'équation

(3) Xcosx + YsinJT-t- Z/sin/j= — z

(lu plan tangent mené par le point M à la surface S. Si clans cette équa-

tion nous faisons varier .r et j de quantités infiniment petites clx, dj

sans changer d'ailleurs X, Y, Z, nous aurons

Xsinx^/x — y cosxdx + Zco?,ijdj = pdx + qdy,

et cette équation, prise conjointement avec (3), représentera une tan-

gente quelconque MT à la surface S au point M. Les cosinus des angles

que cette tangente fait avec les axes sont proportionnels aux valeurs de

X, Y,Z qui vérifient les équations

Xcosx -4- Ysinjr.'-4- Z/sin// = o,

Hsmxdx — Y cosa.v/x + Zcosijdj = o,

obtenues en négligeant les termes tout courais dans les équations de

la tangente; par conséquent en appelant costz, cos/3, cosy ces cosinus,

on a

cosa _ cosj _ COS7

— /sinircosxrf.r— sin.rcos!/^/
~ — isin;/ sin.ri^ï: -+- cos^cos/jf/r àx

Cherchons maintenant la tangente MV conjuguée de MT. On sait, d'a-

près un théorème de M. Du pin, que cette nouvelle tangente joint le

point M au point infiniment voisin M' pour lequel les variables x, j
sont X ^ r/.r, j -^ dj. Or 5 -H d^, yj + c^yj, Ç + dÇ étant les coor-

données rectangles du point M', on a par les équations (5)

c/Ç sin X — dr, cos,x — udx -+- (Wj,

d'icosx + dris\nx= — /taug/j (iv/x + nr/j),

de = -^ ( ^'dx -h ^ydr)
;

cosn'

de là ou déduit f/s, ^/y,, di;, qui sont proportionnels aux cosinus des

angles formés par la tangente cliercliée MV avec les axes des coordon-

nées
23

Tome V {!" sérieV — Mai i8Go.
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XV.

La connaissance de deux tangentes conjuguées quelconques conduit

aisément à l'équation des lignes de courbure; il suffit d'exprimer que

les deux tangentes conjuguées sont perpendiculaires entre elles, c'est-

à-dire que

cosa<f^ + cos^ dri -h cosyt/Ç = 0,

et il vient

ou

[ti/ljc -t- vdj) df — [vdx + ivd y) dx = o,

(-) /gy_^«-.^-
/x y V dx

Au moyen de cette équation on trouve ensuite l'angle ô sous lequel les

lignes de courbure coupent les lignes de plus grande pente : en effet,

les formules établies plus haut (§ YII) donnent

• dx
tan£;6 = -7-?

s dy

par conséquent, on a

tang"*© H tangS — 1=0,

ou

tang 2& ^

On pouirait aussi obtenir la courbure géodésique des lignes de coiu-

bure, mais l'expression en est compliquée.

Faisons quelques applications de l'équation (21). Cherchons d'aboi d

les lignes de courbure de relii|isoï(le. Ou a pour cette surface
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et par conséquent

zp = (h^ — <7")sinj:cosjr,

Zfj = — c'^ /sin ijcosij%

[b- — a-)'sin'.rcos-.c
ï

—

'
'',

—
'•

—
'• '

rt'cos'.r 4- osinx — c-sin'/r
zr = (è^ — a^)co?r X — [Ir — a^) sin-j?

c'ib'— a') ( sin / ) cos ir sin -r cos.r
ZS z=. — —

=;

:^ ,

n'cos'a; 4- /;'s;n'.r— csin-o

o „ . „ . „ . c'sin^/Vcos'/y
zt = c cos^ lY — c^ sur lY -h 1 TT^-, , ,. '

flou l'on dédnif

u— «' T— t-\-z a'h'^— r^cos^i'rfa'cos'x+ è^sin'j;)—(;^sin'rr(n'sin-x + é^cos'.

V s c'{b'— a') (sin/xcos(/sin.rcosj:

ce qui donne pour l'équation différentielle des lignes cherchées

/f/j)\^ fl'i^

—

c=cos'//(«'cos'j:-|- b-im-x)— c'sin'/x(u'sin'ji -+- 6-cos-j-) dy
-, I = o.

Pour intégrer cette équation, je multiplie par [isinij^cosijr)^ et je tais

cos-j: = x,, cos- /j- =: J^i ,

j'obtiens

a-lb- — c') 1 dVi , ,

Différentiant par rapport a jî,, il vient

dn\
\

.dy, a'{b'—c'\

dx\
|_

' dxt c-[b-— a-) ^'
X, -

j>,J
= o,

OU simplement

de là on tire

d'y
I

dx'

dy.

o,

= a,

Cf. étant une constante arbitraire. Ainsi les detix systèmes de lignes de

23..



i8o JOURNAL UE MATHÉMATIQUES

courbure sont renfermés dans l'équation

qui, eu rétablissant les variables x et j-, devient

2-2 1 Va-lb'— c') , , . o 9
a''sin''a'cos^jr+ a —^7

;^
-+- 2COs'^cos-/r— cos-jr — cos^/r

[c^ yb^—à') -^ -^

+ sin^ ij cos- ij = 0.

Cberchons encore les lignes de courbure de la surface représentée

par l'équation

z'" = h.cosinx -t- Bcos//rtj^.

On a

z'"" ' ^ = — A sin mx,

_, , . (m — i)A'sin'TOr
z'""' f= — mAcosmx ^ —

,
Acosw.r +- B cos iiny

„_, (m— i)AB(sin;/72/sinTO.r
Z s — — ?

A cosmx + B cos imj-

,_ . _ . {m — OB'sin-/mr

Acos/nx 4- Bcos/«i_^
'

de là on déduit

u — IV r— ^-4- z A'+ B--I- aABcos/TO) cos/H.r

I' t AB/sin(V?!/sin/«x

ce qui donne pour l'équation différentielle des lignes clierchéeii

(rf/\2 A-+ B'+ 2ABcoS('//jj cos/«j: dj-

dx j AB/sin/m/sinTOx d.T

Pour intégrer cotte équation, je multiplie par (/sin //m^)' et je fais

cosmx = Xf , coainif = Ji,

J
'obtiens

/ ov i<b''\^ /A--(-B' \ dy, , .-,.
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Difïéreiitiant par rapport ;i .r,, il vient

OU simplement

De là on tire

ë' = °-

dx.

Gc étant une constante arbitraire. Ainsi les deux systèmes de lignes de

courbure sont renfermés dans l'équatioii

, ,, , /A' + B' \

qui, en rétablissant les variables x et ^, devient

ï . , /A^ -I- B^ . \ . , .

a sur mx + a I
—— y- i cosmx cosiinj\ + sin- iinj = o.

Les surfaces que nous venons de considérer offrent un exemple de

surfaces algébriques de tous les degrés qui ont pour lignes de courbure

des lignes algébriques.

L'équation déjà si simple

/ \ ldy\^ « — " d)

des ligues de courbure d une surface quelconque peut encore être

simplifiée par un clioix convenable de nouvelles variables. Posons

X -{- if =^ 7.X., X — ijj=.xy^^

nous aurons d'abord

dx'^ — dj"^ = 2 {dx\ + dy\), idxdj = dx] — dy\,
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puis

r= 7 -+- -T- -t- 7'
4 4 4

,

'i t,

4 4

r, 2.«, fi

^ = -4-"T-4'

en appelant r,,s,, t, les dérivées secondes de z par rapport à .ï, et a ),.

Donc l'équation (21), qui peut s'écrire ainsi

s [dj^ — dx^) + (/ — t + z)dx dj = o.

-^z){dx-^-dj])=o
.

deviendra
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on aura finalement

Cette dernière équation fait connaître de nombreuses classes de sur-

faces pour lesquelles la détermination des lignes de courbure se ra-

mène aux quadratures. Nous nous bornerons à signaler les deux cas

où l'on a

et

z, =9(.r.)<];(J2)•

XVI.

Reprenons les deux systèmes d'équations

cos a cos j3 cos 7

— ifUniyCQSxdjc— ûnxcosiydy — ; sin /rsin.rf/.r + cofi.v cniiydy de

dZ^^mx — i/ïj cosx = udx + ^'dy\

(l^cosx -+- drisinx = — /tang/j'(i'f/j: 4- i\'dj),

de = —- {vdx+ ivdr),s cosy ' ^ '^

qui définissent les directions de deux tangentes conjuguées quel-

conques MT et MV. Si, au lieu d'exprimer que les deux tangentes con-

juguées sont perpendiculaires l'une à l'antre, comme nous l'avons fait

pour obtenir les lignes de courbure, nous écrivons que ces tangentes

coïncident, nous aurons l'équation différentielle des lignes asympto-

liques; on trouve ainsi

[udx -f- vdj) dx -f- {vdx -\- wdy) df = o,

ou

(23) ur/x^ -+- ivdxdy + wdj'^ = o;

puis, pour l'angle Q formé avec les lignes de plus grande pente.

tang&=:-^',° d.r
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et par conséquent

i\' taiig^5 — 2 i' tang9 4- « ^ o.

L'équation (23) est un peu moins simple que celle à laquelle on est

conduit lorsqu'on prend comme variables les coordonnées ordinaires,

mais elle se prête mieux à certaines apj>iications. Dans un travail spé-

cial que j'espère pouvoir bientôt publier, je montrerai comment lé-

quation (aS) permet de trouver les surfaces dont toutes les lignes

asymptotiques sont des hélices.

XVIL

Cherchons l'angle de deux normales infiniment voisines, afin de

pouvoir déterminer ensuite les rayons de courbure principaux. Soient

M et M' deux points infiniment voisins de la surface S. Les cosinus des

angles que la normale en M fait avec les axes des S, jî, Ç sont, en se

rappelant la signification des variables x et j-,

cos:»^ sinx

cosy cos
-' 'f'Tlg'J'

de même les cosinus ties angles que la normale en M' forme avec les

mêmes axes, sont

cos.r , cosx siii .r , sinj'
a -? —

:

—\-d- » / tang/ 1- + rf.i tang/ r,
cos;/ cos',> COS If COS if

les différentielles se rapportant au déplacement de M en M'. Donc

l'angle infiniment petit cj des deux normales en M et M' est déterminé

par la formule

V \ cosiy J \ cos If j
D .. /

'

<pii, en développant et simplifiant, devierU

<t/dx' + df'
W — : •

cos If
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XVIII.

Supposons maintenant que M et M' se trouvent sur une même ligne

de courbure. Appelons R le rayon de courbure de la section principale

tangente à cette ligne de courbure au point M et posons MM' = ds,

nous aurons aussi

ds

" = R'

par conséquent

„ cos ir ds
R —

donc

SJdx- -\- dy

Mais l'équation (21), ou plutôt celle qui la précède, donne

udx -\- vdy vdx -\- w dy ds

dx
~

dy ~
yj d.v- -^ dy'-'

(24) R = cos ij (il ^V^ = cos ij [v'^+XK^-

dy
Telle est la relation qui lie la valeur de -j- relative à une ligne de

courbure et le rayon de courbure principal correspondant. En substi-

dy
tuant la valeur de — tirée de cette relation, dans l'équation (21) des

lignes de courbure, on obtient pour les deux rayons de courbure

principaux

(aS) R^ — (a + tv)costj-. R + (ww — ^'^)co^-ij = o.

XIX.

Si les deux points M et M' étaient pris sur une même ligne asymp-
totique, on aurait, en posant toujours MM' = ds,

udx -(- vdy l'dx + wdy ds

''y dx sjdx'+dy

Tome V (2' série), — Jci.n i86o. 24
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donc l'angle w satisferait à la condition

ds (ly

a» COSiy d.r

dr
Eliminant -j^ entre cette dernière équation et l'équation [>.?>) des

ignés asymptotiques, il vient

ds

)

[v- — Kw ) cos" iy

Ainsi le rapport — a la même valeur absolue quand on prend l'élément

ds à partir du même point M sur l'une et sur l'autre des deux lignes

asymptotiques qui se croisent en ce point, et cette valeur absolue est,

d'après l'équation (aS), celle de la moyenne géométrique des cour-

bures principales. Nous retrouvons ainsi un théorème fort utile dans la

théorie des surfaces gauches et que nous avons donné pour la première

fois dans le Mémoire sur la théorie générale des surfaces inséré au

XXXIP cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique.

XX.

Ayant déternuné la direction des lignes de courbure el les rayons

de courbure principaux en chaque point de la surface, on trouve sans

difficulté le rayon de courbure d'une section normale quelconque.

Toutefois il convient, pour éviter des calcids assez longs, de s'aider

d'iuie certaine interprétation géométrique des résultats précédents, in-

terprétation que nous allons d'abord uidiquer.

Considérons le plan tangent à la surlace S au point M et, dans ce

plan, la section conique qui, par rapport à la tangente à la ligne de

plus grande pente prise comme axe des X et à la tangente à la ligne

de niveau prise connue axe des Y, a pour équation

(26) «Y^-+- 2PXY+ ivX== 1.

Cherchons la direction des axes de cette section conique. En dési-

gnant par m la tangente de l'angle que l'un quelconque de ces axes
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fait avec l'axe des X, on a, d'après une formule connue,

te — Il

/7l — 1 = O

ce qui prouve déjà que les axes de la section conique sont dirigés

suivant les tangentes aux lignes de courbure ou aux sections princi-

pales.

Cherchons en second lieu la grandeur des axes. Soit ia cette gran-

deur, a^ sera le maximum ou le minimum de

où X et Y varient de manière à toujours donner

mY'-I- 2i^XY-t-u'X'= I.

Or, pour le maximum comme pour le minimum, on a

et

(^uY + vX)ciY ^{vY -+- ivX)dX = o;

de là on tire

X Y _ V2 , V2 ^2

,iY-;-«.X «Y4-fX
= X^ + Y'=a\

d'où

par suite

, Y I X
iV=:V—-, — — U =^ V:^i

n- X «- ï

1 1 "

w= mi>. —. — u = —^
jjj a- I»

m étant le coefficient angulaire de l'axe a.

Ce résultat, rapproché des égalités (a4) et de cette autre m =
|^

obtenue plus haut, montre qu'en appelant 2«, et afl, les longueurs

des deux axes de la section conique, et R, et R, les rayons de courbure

principaux répondant aux lignes de courbure qui ont ces axes pour tan-

24..
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gentes, on a

ros/v cos/r

XXT.

Revenons mainlenant à l'évaluation du rayon de courbure d'une

section normale quelconque. Supposons la section conique que l'équa-

tion (26) représente, rapportée à ses axes comme axes de coordonnées;

elle aura alors pour équation

R,X^ + R,Y2 = cos/j.

Soit id\e diamètre que fait l'angle ^ + a avec l'axe des X, c'est-à-

dire avec la tangente à la section principale qui répond au rayon de

courbure principal R,, nous aurons

r/^(R, sÀn^a + Racos'a) = cos/j-,

d'où

-^r- = R) sm-* a + R^ cos^ a ;

mais çi étant le rayon de courbure de la section normale qui lait

l'angle a avec la section principale répondant au rayon de courbure

R,, on a, d'après la formule d'Euler,

£ cos^a sin- a R, siivx -t- RjCOS-'a

donc

ou blen

R, '
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tion normale quelconque et la demi-longueur d du diamètre de la sec-

tion conique (26), qui est perpendiculaire à la tangente à cette section

principale. Cette relation conduit aisément à l'expression du rayon de

courbure p. Appelons en effet 6 l'angle que la tangente à la section

normale considérée forme avec la tangente à la ligne de plus grande

pente, c'est-à-dire avec Taxe des X du § XX; -+9 sera l'angle du dia-

mètre ad avec ce même axe des X, donc on aura, d'après l'équa-

tion (9.6),

d'^ [ucos'^Q — 2i>sinQ cosô -+- 'wsin-9) = 1

,

par suite

(27)
I acos-9 — 2csin8 cos6 -t- « sin'9

Ou peut encore écrire, en se rappelant les formules (i3),

(28) i^-i-f^cosS + ^smôV
^ ' p cosiy'\ as as j

dx dy
, , , 1 . ,

-r- et — se rapportant a Ja section normale considérée.
as as ' '

XXII.

Nous allons encore déterminer l'angle que le plan osculateur d'une

ligne de courbure fait avec le plan tangent à la surface. Soit o cet

angle. Si R est le rayon de courbure principal correspondant à la ligne

de courbure considérée, Rsinip représentera Je rayon de courbure de

cette ligne de courbure, d'après le théorème de Meunier; par consé-

quent —— sera la courbure géodésique de la même ligne : on aura

donc, d'après l'équation (10),

—^ ds = /tang irdoc + dB,

d'où

. ^ dx _, r/9

cot«p — i tango .R-r + R-p-
' " ds ds
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Or les deux équations

. { ilx
R = cos ij (

'' 7: + "'

obtenues au § XVIIl, donnent

^ d.v . I dx dvR- = cos<j(^«^-.-i.^

„ rfr . / d.T dY\

ou bien, à cause des équations (12),

R— = cosfj-sinô,
ds

'dl
R-T^ = cosij-cosô.

On a donc encore

cot^ = ismijsmS -h costj coso •—
ou plus simplement

sine
d

(2g) cot9 = cos»;j.^^—

,

les différentielles se rapportant à un déplacement effectué sur la ligne

de courbure.

XXIII.

La valeur de cot^ que nous venons d'obtenir permet de démontrer

avec M. Joachimstal que toute ligne de courbure qui coupe la sur-

face sous un angle constant est nécessairement plane. En effet, suppo-

sons cotç constant; en intégrant l'équation précédente, il viendra

i^ = C — / tangf r cote
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sin S = C cos iy — i sin ij" cot ç,

et en cliangeaiit les constantes C et coty en deux autres m et jç, d'une

forme convenable

sinô := mismi{j- ~ j„).

Or, d'après ce qu'on a vu au § XV,

tange =
;^,

on déduit de là

, misinily — Ya) dr

\J
i -\-

m' — m'cos''/(j

—

Xa)

et en intégrant une seconde fois,

cos(j:- — Xq) — cos/C/— jo),
y/i + m'

Xq étant une nouvelle constante. Cette équation convient non-seule-

ment à la ligne de courbure, mais encore à la transformée sphérique

de la ligne de courbure, d'après une remarque faite dans l'introduc-

tion ; cette transformée sphérique est donc un cercle {Journal de

VEcole Poljtechnique^ XXXV*^ cahier, p. 124), par conséquent une

courbe plane; donc la ligne de courbure qui a ses tangentes respecti-

vement parallèles à celles de sa transformée sphérique, est aussi une

courbe plane.

La réciproque du théorème de M. Joachimstal, d'après laquelle

toute ligne de courbure plane coupe nécessairement la surface sous un

angle constant, s'établirait en reprenant les mêmes calculs en sens

inverse.

DEUXIÈME PARTIE.

RFXHERCHE DE QUELQUES SURFACES D'APRÈS CERTAINES PROPRIÉTÉS RELATIVES

A LA COURBURE.

Pour montrer l'utilité des formules obtenues dans la première partie,

nous allons appliquer ces formules à la solution de quelques pro-

blèmes. Les questions que nous considérons dans ce premier travail
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ont, pour la plupart, déjà^été traitées par d'autres méthodes; mais

nous espérons pouvoir montrer plus tard que nos formules se prêtent

aussi bien à des recherches qu'il serait à peu près impossible d'aborder

par les méthodes anciennes.

I. — Surfaces dont tous les points sont des ombilics.

Les rayons de courbure principaux d'une surface quelconque sont

donnés par l'équation du second degré

R^ — (m H- w) cos?y . R + ( tav — f') cos- ijr = o;

en exprimant l'égalité des racines, on a la condition

(m + wY — 4 ("ÎV — v^) = {u — wf -+- 4^^,

qui se décompose en ces deux-ci :

u= w, p= o.

Joignant à ces deux conditions les suivantes :

du ch- = - + .tangrr.<r,

di\' ih

que remplissent toujours les fonctions u, c, iv, nous trouvons sans diffi-

culté

m
u = w = 5 1^ = 0,

cos IJ

m étant une constante arbitraire. Les fonctions u, v^ iv étant connues,

la surface est déterminée, et pour en avoir l'équation il suffit de suivre

la marche qui a été indiquée au § III; on obtient ainsi

Ç = — mi tang ij,

en laissant de côté une première constante inutile, puis

3 = mcosi/ -+ X,
puis

X = o,
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en laissant de cùté deux nouvelles constantes sans importance; enfin,

on a

^ cosx + t) sin j:
cosy

sin x — yjcosx = o,

mi sin iyc=-
cosiy

d'où, en faisant la somme des carrés membre à membre,

f +•/;= + Ç* = ?«^

Ainsi la sphère est la seule surface dont tous les points soient des om-

bilics.

II. — Surfaces dont les rayons de courbure principaux sont

CONSTANTS.

M. J. Bertrand a démontré, par des considérations infinitésimales,

que la sphère est la seule surface dont les deux rayons de courbure

principaux soient constants; cette propriété résulte simplement de nos

formules. En effet, pour que les deux rayons de courbure principaux

d'une surface soient constants, il faut et il suffit que l'on ait

2fl
U +- ÎV :=

cosn-

b
T^'cosvr

a et è étant des constantes. Eliminons u entre ces deux relations et les

suivantes :

du dv .- = - + U^ngij.w,

dtv dv

Tome V (2' série) — Juin 1860.
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nous aurons

l>- -+- M'- —
cosy cos' ir

dv dtv iai%va iy

dx ' dy cos' iy
i tangiy. w,

Poson s

H viendra

dw
71^
~
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satisfaite d'elle-même, et les deux antres deviennent

rfa .. . \ . d
cosa 1-1

—

\- Il tang;j 1 — sm a — = o,

cosa J + sina (g + a/tang^r) = o;

d'où, en faisant la somme des carrés membre à membre,

/<^a\2 Ida. . . \2

et par conséquent, puisque a est réel,

da da

Tr
= ''^ ^+2itang:7 = o,

ce qui est évidemment impossible.

ni. — Surfaces dont les lignes de première courhure sont

SITUÉES dans des PLANS PARALLELES.

Prenons pour plan des ( S, n) celui auquel sont parallèles les plans

des lignes de première courbure. Ces lignes seront alors les lignes de

niveau par rapport au plan des (^, y;); par conséquent l'équation (21),

devra être vérifiée par la valeur de ~ que l'on déduit de
' da- *

vdx + wdr = o;

nous aurons donc

et par conséquent

V = o,

car uw — v" ne peut pas être nul [voyez le § V). Cette condition prouve
d'abord que l'on a pour les lignes de première courbure.

dy— =r o ou ^ = const.

i5..
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et pour les lignes de seconde courbure

dy
-— =: 00 OU a = const.
d.r

Ainsi les lignes de courbure sont les parallèles et les méridiens. Ou
voit de plus que les lignes de seconde courbure sont planes, comme
les lignes de première courbure, et que leurs plans sont perpendicu-

laires à ceux des lignes de première courbure. Si maintenant on se

rappelle que

dxdy

on trouve

z = X + Y,

X étant une fonction de jc et Y une fonction de y. Puis on a

'% cosjT + /)sinj: = — X — Y — Mang/y. Y',

I sin j? — /jcosj: = X',

Y'

C0S/7

pour les équations qui déterminent les coordonnées rectangulaires ^,/;,Ç

d'un point quelconque de la surface.

Il est facile de déduire des équations précédentes la génération de

la surface. En effet, considérons inie ligne de niveau caractérisée par la

condition y = const. La projection de cette ligne sur le plan des (^, /j)

a pour équations

ç cosj? -f- -t] sin.r = — X — Y — / tang/jY',

I sin X — -fi cosX = X'
;

donc cette projection est une ligne parallèle à celle que définissent les

équations

Çcosj: + Ti sinjc' = — X,

^sino: — >; cosx = X',

la distance des deux lignes étant d'ailleurs Y + /laug/yY'. On déduit
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de là que les sections faites dans la surface par tous les plans parallèles

au plan des (^, /]) sont en projection sur ce plan les développantes

d'une même ligne. Par conséquent la surface est engendrée par une

courbe tracée dans le plan tangent à un cylindre perpendiculaire

au plan des {S,, yj), lorsqu'on enroule ce plan sur le cylindre.

Pour que la surface devienne de révolution, il faut et il suffit que

les lignes de niveau soient des cercles; donc on doit avoir

X = o,

par suite

' — Y

et enfin

u = /tang;y.Y'+ Y, (v = Y"+ /tang/r.Y'

Ces valeurs de u et detv, auxquelles il faut joindre la valeur zéro de i^,

montrent que dans le cas des surfaces de révolution l'intégration des

équations qui fournissent les lignes asymptotiques, les lignes géodé-

siques, les lignes isométriques, etc., se ramène aux quadratures. Nous

n'insisterons pas sur ces détails, qui sont parfaitement connus.

IV. — Surfaces engendrées par le mouvement d'une ligne droite.

Lorsqu'iuie surface admet des génératrices rectilignes, ces généra-

trices sont évidemment des lignes asymptotiques; d'un autre côté, la

transformée sphérique d'une ligne droite, quelle que soit la surface sur

laquelle cette droite est tracée, ne peut être qu'un grand cercle, et doit,

par conséquent, dans notre système de coordonnées, avoir pour équa-

tion

(3o) cos{x — a) ^ sini^sinij,

a et j3 étant des constantes. Il suit de là que poui' avoir l'équation des

surfaces cherchées il suffit de regarder, dans l'équation précédente,

j3 comme une fonction de a, de tirer de cette équation les valeurs de j
et de ^ et d'exprimer que les valeurs obtenues vérifient l'éqna-
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tion (aS), c'est-à-dire

(23) / + itangij.q + s + 2^ g + (f + /tang^y.^) (^g^
= o,

quels que soient x et a. Nous prendrons pour variables indépen-

dantes 3C et a au lieu de x et de j\ En appelant p, et r, les nouvelles

dérivées première et seconde de z par rapport à x, on trouve aisé-

ment

dr , (dyX 2 d-r

ce qui transforme l'équation (aS) en celle-ci

r. + z 4-9 [àang(r (i+g) - g] = o.

Mais de l'équation (3o) on tire

— sin(j: — a) =: isin/|3 cos/j ^,

\{x — c/.} ^^ smi^ùniy
\~f) + /sin/pcos/y'

/ \ dy , . . . dW= cos ( j: — a) -^ + cos ( ar — a) i cotir -r- •

d'où

. [ dr'\ d'-r
Uang,7(^i +—j-^=o.

On a donc simplement

r, + z = o ;

d'où, en intégrant,

2 = 7 coso: + (? sin a:,

y el à étant des fonctions de a. Ainsi l'équation en z, x et j- de

la surface cherchée est le résultat de l'élimination de a entre ces
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deux-ci :

z = ycosjc + â sinar,

cos(j? — a).= sinï/Ssinjy,

où |3, 7 et c? sont des fonctions arbitraires de a.

Lorsque la surface réglée considérée est à plan directeur, les grands

cercles transformés sphériques des génératrices rectilignes sont per-

pendiculaires à un même plan, et passent par conséquent par un même
point. Si l'on suppose ce point sur l'axe des Ç, l'équation (3o) se ré-

duit à :x- ^ a; on ne peut donc plus prendre .r et a pour variables in-

dépendantes, et le résultat précédent se trouve en défaut. Mais l'équa-

tion (23) devant être vérifiée par -- = o, on a alors

t -{- i tang ij .q=:o,
d'où

z = X, + Xa/sin/j-,

X, et X2 étant deux fonctions arbitraires de x.

V. — Surfaces dont un des r.iyons de courbure principaux

EST CONSTANT.

Reprenons l'équation du second degré

R^ — (m -+-îv) cosij-. R + [uw — v^) cos'ij := o,

qui donne les rayons de courbure principaux d'une surface quel-

conque; si nous exprimons que l'une des racines est égale a la con-

stante a, nous aurons

(3i) a^ — a {u -f- u'i cofiij- + [mv— t'^lcos'/j' = o,

ou bien

(m cosiy — a) ( iv cosfjy — a) — v^ cos^ ly = o,

pour l'équalion aux différentielles partielles secondes de la surface.

Changeons dans celte équation z en z + a cosy; il est facile de voir

que i> ne changera pas et que u et iv augmenteront l'un et l'autre
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de —-' nous aurons donc
cosy

[3i) uw — i>^. = o,

et c'est cette dernière équation qu'il suffira d'intégrer. Je l'écris ainsi

« = -;

puis je différentie par rapport à j; en se rappelant les égalités (8), on

trouve

. . . idKV . de d'i
. l'd^yd'-ç

d'i ... di
'^""-^ U) ^'"'"'•Zcdld} •'"^'•^U) -d?

cosijr-—+ isnuj-- = -^
+

^ fW^'
dy djr \dxj

ou bien

(33) q^r — -ipqs -\- p^t -h itangij.q [p^ -h q') = o,

en posant, pour ne pas multiplier les notations,

•rfÇ_ de, _ ^_ d'Z. _ d't _
Tc — P' lfy~^l' d7~'''' d^~~^' If ~

L'équation (33) s'intègre aisément par la méthode de Monge; en

effet, les équations de la caractéristique qui se réduisent ici à

q^ dj^ H- 1 pq dxdj + p^ dx" = o,

^' £ ^^ ^ P^^^ "*" /tang(r.^ (/j^ + q^) dj = o,

admettent deux combinaisons intégrables et donnent

on a donc
q = c'co&ij.S/p^ +q*;

q = (p{i;)cosij.\/p'' + q\
OU mieux

q V I - «PHÇ) COS* /j = /)<j5 (Ç") cos ij.
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pour l'intégrale première. D'autre part l'équation du premier ordre

que l'on vient d'obtenir étant linéaire, si l'on pose, conformément à la

méthode connue, les équations simultanées

dx dr de

on tiouve

^ , ofc)(siii/r
^ — C, j: + ^ = arrsin -^

' -:

par conséquent, l'intégrale définitive est

ou mieux

(34) is\nij -+- (|i (Ç)cosj: + ij>,(Ç)sinj? = o.

L'intégrale de l'équation (33) étant connue, on en déduit celle de

l'équation (32) et puis celle de l'équation (3i); mais il faut pour

cela connaître d'abord la valeur de z eu x et _/. Or ou a, comme on

sait, entre les deux fonctions Ç et z la relation

d'où l'on tire

eiz

z= / Çcosijdj- + X.

Si pétait connu explicitement en fonction de j, l'équation précédente

donnerait z; malheureusement l'équation (34) renferme des fonctions

arbitraires où entre Ç, et ne peut par conséquent pas être résolue par

rapport à cette variable. Pour lever la difficulté, on remarque que

J
Ç cos /j r/jr = - Ç / sin /j +

J ^ / sin ij rfj ;

substituant alors à ésinij^ sa valeur fournie par l'équation (34), il

vient

1
Çcosijdj — — Ç/sin/j- — cosx / <]/ {t!^) ci 'Ç

— smx j d>, (^)r/Ç

Tome V (2" série). — Juix 18G0. ^^
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ou, en remplaçant <\t[(^) par4i'(Ç) et (j;, (Ç) par tj^', (Ç),

I l^cosijdj = — Çisin/j- — <^{(^)cosa: — i}')!?) sino-,

de sorte que la valeur cherchée de z est le résultat de l'élimination

de Ç entre l'équation

z= — Çjsin/j" —
(J; (Ç) cosjc — ij^|( Ç)sin jc + X

et l'équation (34) qui, par notre changement de notations, prend la forme

o = — ismij- — iji'(Ç)cosa: — ij;', (Ç) sino-.

La valeur de z que nous venons d'obtenir se rapporte toujours à

l'équation (33); pour qu'elle devienne l'intégrale de l'équation (32);, il

nous reste encore à particulariser d'une manière convenable la fonction

X de a:.

Or on a

cPz . dz

dy

t>= cPz

dzdy

d'z . dz^=_ + ,tang,,.-.

D'ailleurs les équations

z = — Ç/sin/_^ — (J;(Ç)cosj:' — i|/, (Ç)sin j: + X,

i%\wiy — ij;'(Ç)cosj: — i^', (Ç)sinx,
donnent

dx

dz

—
(J;
(Ç)sin^ — di, (Ç)cos j: -i- X',

= Çcoszj,

—
dx

dt,

:,
= |(Ç)cos.r+4-,(Ç)sinx+ [^|;'(Ç)sinj: - ^\[^)co&x] -^ + X"

d}z dX,

dx dy dx -^ '

d'z dx, . ^ . . .^ = ^cos(r-Ç'Sin/7;
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donc

u = [f (Ç)sinar - ^'
,
(Ç) cosjcj ^ + X" + X,

de

dçw = -- cos? r.

Substituant dans l'équation (Sa), on trouve

'|j[f(Ç)sinx-f.(ncos^]g + X" + x|-cos,j.(^)' = o,

ou simplement
X"+ X = o;

car, en différentiant successivement par rapporta j et par rapport à x,

l'équation

o =: — isinij — 4''(Ç) i^osx — ^'
,
(Ç)sinx,

on a

cosij = [tj;"(Ç)cosj: + (|^", (Ç)sinx] ^,

^'(Ç)sinx - f ,
{Ç)cosx = [f (Ç) cosx + f ,

(Ç)sinx] ^,

d'où l'on tire

^ [f (Ç)sinx - f ,
(Ç)cos^] - g cos/j = o.

Ainsi X est nul, en laissant de coté des constantes sans importance, et

l'intégrale de l'équation (Sa) est le résultat de l'élimination de a entre

les deux équations

( 2 = — aisiu«y — iji (a)cosx — i^, (a)sina:,

( o =— /sinr)'- — !];'(«) cosj? — 'ji'i (a) sinx;

par conséquent l'intégrale de l'équation (3i) est représentée par le sys-

tème des deux équations

iz
= acosij — a/sin ?/ — <\i[cf)cosx — -b, (a)sinj?,

o= — /siiuj- — '\i'{a)cosx — d;', (a)sinx.

26..

(36)
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Tâchons maintenant d'obtenir la génération de la surface. Des deux

équations (36) la seconde est la dérivée relative à a. de la première;

je dis qu'il résulte de là que la surface S représentée par le sys-

tème des deux équations (36) est l'enveloppe de la surface mobile s

que définit la première de ces deux équations lorsque l'on considère a

comme un paramètre variable. Soit, en effet, une des surfaces^ que nous

appellerons Sa et que nous supposerons obtenue en donnant au para-

mètre a. la valeiu' particulière «o- Considérons sur cette surface s^, et

sur la surface S les lignes c^ et C pour lesquelles on a

o ;= — iûwiy — t[i'(ao)cosa' — vj;', (ao)sin jr.

Il est facile de voir que la valeur de z sera la même pour les points de

ces lignes répondant aux mêmes valeurs de x et de j" ; de plus, comme

les dérivées ~ri -t- ont la même valeur, soit qu'on les tire de l'équa-
dx dy ' '

tion obtenue en éliminant a entre les deux équations (36), soit qu'on

les tire de la première des équations (36) dans l'hypothèse de a con-

stant, on reconnaît par les égalités (4) que les coordonnées rectangles

I, •/}, Ç sont aussi les mêmes pour les points des courbes £„ et C répon-

dant aux mêmes valeurs de x et de y. Ainsi les lignes c^ et C se con-

fondent, et les surfaces s^ et S sur lesquelles elles sont respectivenient

tracées sont d'ailleurs tangentes tout le long de ces lignes. Donc la

surface S est bien l'enveloppe de la surface mobile 5. Ceci posé, clier-

chons quelle est la surface s représentée par la première des équa-

tions (36) lorsque a est considéré comme constant. Or, dans cette

hypothèse de a constant, on a

-^ = i|i(a)sin x — ij;, (œ)cosa-,

dz ...— = — rt/sui \j + acos;/;.

substituant dans les égalités (4), il vient

[ç — iji(a)]cos.r + [yj — i|i| (a)]sinjr =
cosy

[^ — |(a )]sin j: — [// — i|'i(a)]cosx = o,

Ç-a = - rt/tang/j,
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S, Y], 'Ç étant les coordonnées rectangles d'un point quelconque de la

surface. Faisant la somme des carrés, membre à membre, on trouve

[? - ^{a)Y + [>î - .j>, (a)r + (z - «r = «%

c'est-à-dire l'équation d'une sphère de rayon a et dont le centre a pour

coordonnées '^{a,), i^, (a) et a. Ainsi la surface cherchée est l'enveloppe

d'inie sphère de rayon constant égal à « et dont le centre parcourt une

ligne tout à fait qvielconque.

Reprenons l'intégrale de l'équation

UW — V' = o,

intégrale qui, d'après ce que l'on a vu, est représentée par le système •

des deux équations

(35)

" = — a/sin/y — i\t [cx.) cos Jc — <\i, [a)sinx,

o =: — isinij — i\i'( a)cosJC — di'
,
(a)sinx,

et cherchons-en aussi la signification géométrique. En différentiant la

première des équations (35) successivement par rapport kx et par rap-

port à ^, a étant, bien entendu, considéré comme variable, on trouve

simplement, à cause de la seconde équation,

~ = ^[a)sma; — i\i, [c/.)cosx,

dz
-— = acos ir.
dy -^

Portant ces valeurs dans les égalités (4), on a

[S — ij;(a)]cosx + [yj — ^1^1 (a)]siiix = o,

[S — 4'(^,)] sinx — [-/y — ij^t (a)]cos^' = o,

? = «,

d'où

Ainsi le lieu géométrique correspondant à l'intégrale considérée est la

ligne dont les équations sont
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Le résultat précédent pouvait être prévu. En effet, on obtient le lieu

géométrique correspondant à l'intégrale de l'équation (Sa) en effec-

tuant, sur la surface représentée par l'intégrale de l'équation (3i), une

contraction constante et égale à a suivant la normale : c'est ce qui ré-

sulte de la relation qui existe entre les valeurs de z déduites des deux

intégrales. Or, d'après la nature même de la surface, la contraction

suivant la normale dont il s'agit doit donner les centres des sphères

de rayon a dont la surface est l'enveloppe; donc le lieu géométrique

de l'intégrale (32) est la ligne que décrit le centre mobile de la sphère

de rayon a.

VI. — Digression sur un nouveau mode de représentation

DES lignes courbes.

Cette particularité d'après laquelle toute ligne plane ou gauche peut

ètie représentée par une seule relation entre z, x, j, comme le sont

toutes les surfaces courbes^ est très-remarquable et permet de déduire

les formules relatives à la théorie des lignes courbes de celles qui ont

été établies pour les surfaces. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Prenons d'abord l'équation générale des lignes de courbure

(I)'
dy

I =o
d.T

et faisons iiw — f* = o afin d'exprimer que la relation entre z, x, y
se rapporte à une ligne; nous aurons

vdx -f- wdy = o, c^/;' — wdx = o.

Ces deux équations font connaître tous les systèmes de normales à

la ligue considérée qui forment des surfaces développables. La pre-

mière, qui se réduit à Ç = const., donne toutes les normales qui partent

d'un même point de la courbe et qui forment les plans normaux; la

seconde iburnit les normales qui par leurs intersections successives

forment les développées de la courbe. Ainsi on voit que la détermina-

tion des développées se ramène à l'intégration de l'équation

vdy — wdx = o.
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Considérons, en second lieu, les équations

dB + itan^ifàx = o,

(«cos5 — v?,mQ)dx — (tvsinô — vco^Q)dj := o,

des lignes géodésiques. L'hypothèse uw — t-'^ = o décompose la se-

conde équation en ces deux-ci

vdx + wdf = o,

îvsinô — t'cosô = o.

L'équation fc'r/a: + \vdj=^ o, qui revient à Ç= const., ne donne que les

normales issues d'un même point de la courbe; l'autre équation doit

donc fournir les normales principales, d'après la propriété caractéris-

tique des lignes géodésiques. Or on en tire

tanff 9 = -

,

doù, en portant dans la première équation des lignes géodésiques,

["' i - '' ë + ^'t^'ig'X^^ + w^)\ dx + (
(V I - . |r] dj= o,

et, en se rappelant les équations (7),

/ du dv\ , I dv dw\ ,

i
"' ^ - ^

;^ j
^^ + r ^ - ^ ^ )

^^- =
«

•

D'ailleurs de l'équation

ItiV — i'- = o,

qui revient à

on déduit

— V
dit dv \ dv div

dy dyj ~ dy dy '

donc on a

^ I du di- \ , , / du di>
t^ fil' —

4r
"'

(
'^'^ - "%) ''"^ + ^^' (^1 - " 'D

'^^' = °'
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c'est-à-dire
du ch'

'

v(vdx -+- n'dr) [w f -— ) = o,
V ' ' \ dy dyj

et en laissant de côté les deux premiers facteurs,

ou bien enfin

à cause de

du dii

d." d.-
V w

dy dy '

Telle est lequation qui définit les normales principales de la courbe.

Considérons enfin l'équation

R^ — («-1- iv)cos/y.R + [uw — f*)cos^/y = o,

qui fait connaître les rayons de courbure principaux ; si on fait

uw — v^ = o, on trouve

R = (zi+ \v)co%ij,

en laissant de côté une valeur nulle. Cette formule, lorsqu'on considère

X et ^ comme déterminés, c'est-à-dire lorsqu'on prend une normale

particulière, donne la portion de la normale comprise entre la courbe

et la surface polaire. Si on suppose que x et j satisfassent à la condition

w
dy

on a le rayon de courbure ordinaire.

Nous pourrions obtenir d'une manière analogue plusieurs autres

résultats, mais, pour le moment, nous bornerons là cette digression.

Montrons seulement ici comment, au moyen des équations de la

courbe, on peut calculer ii, v, w.
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étant les équations de la courbe, la relation en s, jc, j est, comme
on l'a vu, le résultat de l'élimination du paramètre a entre les deux

équations

z^ — aisinij- — f\i{a)co>iX — i\i, (a)siux
,

o = — ismij — tj;'(a) cosa:- — <]>', (a)sin jr;

de plus, on a

a = Ç.

Or, d'après les formules (8),

donc

[4''(?)sinj- — iJ/'i(?)cosj:]cos/j)'

" ~"
:!-"(i;)cos.r + 4/",(Ç)sin.r '

cos' iy

f (Ç)cosa?+f ,(î;)sin^'

V et H' étant connus, on obtient u au moyen de la relation

uw — <' = o.

VII. — Surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes.

La transformée sphérique d'une ligne de courbure a toujours ses

tangentes respectivement parallèles à celles de la ligne de courbure. Il

suit évidemment de là que pour qu'une surface ait toutes ses lignes

de courbure planes, il faut et il suffit que les transformées sphériques

des lignes de courbure soient, pour cette surface, deux séries de cercles

orthogonaux. Ceci posé, nous allons d'abord chercher sur la sphère

de rayon i ayant pour centre l'origine des coordonnées tous les sys-

tèmes de cercles orthogonaux.

L'équation des cercles du premier système peut être mise sous la

forme

( 37 )
cos [x — a) + c cos ib cos iy = sin ih sin ij^

Tome V (2« série). — Jimn iS6o. 27
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ou bien encore sous celle-ci

(37 bis) cos(x — a) -h rcosi{j — d) = o,

<7, b, c, r, d étant des fonctions arbitraires d'un paramètre variable t

[voyez mon Mémoire sur les surfaces à lignes de courbure planes ou

sphériques, XXXV cahier du Journal de CEcole Polytechnique).

De même l'équation des cercles du second système est

( 38

)

cos [x — a) + -j cos r|3 cosijr = sin ij3 sin ij

ou

( 38 bis) cos(a; — a) -h ocos/(j — c?) = o,

a, /5, y, p, è étant des fonctions arbitraires d'un second paramètre va-

riable T.

Poiu" que les cercles du premier système soient orthogonaux avec

ceux du second, il faut et il suffit que la valeur de — tirée de l'équa-

tion (37 bis), qui est ^^-Vt t.» et la valeur de -f tirée de i equa-
^ ' " T r/ Sin ( ( r — d) dx '

,.x„ , . , S)n(.r — a) , . .

tion [iobis], qui est . . ., —., donnent pour produit — i; on a
^ '

' • fis>\ni[y — )
^ '

donc

sin(:r — a)s\n[x — a) = r|ssin/(j- — d)s,\ni[j — d*),

ou, en éliminant x ei j au moyen des équations (37 bis) et{38 bis),

cos(a — ûi) ^ rpcosi{d — c?);

d'ailleurs cette dernière relation doit être satisfaite quels que soient t

et T. Nous mettrons l'égalité précédente sous la forme

^39) cosacosa + siuasina — cycosibcosi^ — sxnibsini^ = o,

afin d'y introduire les quantités b, c, /3, /; el pour faciliter l'interpréta-

tion des résultats qui vont suivre, nous rappellerons que aeX b, a et [î

représentent respectivement les coordonnées sphériques xcij des pôles
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des cercles du premier et du second système, tandis que c et y sont les

cosinus des rayons sphériques de ces cercles.

Supposons d'abord c = o et a = o, auquel cas les cercles représentés

par l'équation (37) sont des grands cercles passant tous par le point

j:^ = -' r = o; l'équation (Sg) devient

cosa= sinîisin/|3,

et comme h doit rester indéterminé, sans quoi la série des cercles (37)

se réduirait à un seul cercle, on a

a = -5 /; = o;

doncles cercles du second système ont tous pour pôle le point par lequel

passent tous les grands cercles du premier système ; en d'autres termes,

le double système obtenu est celui que forment un système de méri-

diens et le système des parallèles correspondants.

Supposons en second lieu c nul, mais a différent de o; en divisant

l'équation (Sg) par sin a et prenant les dérivées relatives à t du résul-

tat, nous aurons

(40) cosa(cota)= sinzp

La dérivée (cota)' peut être nulle ou différente de zéro. Dans le pre-

mier cas a est constant, et en changeant d'une manière convenable le

méridien à partir duquel on compte les x, on peut supposer a nui, ce

qui nous fait rentrer dans le cas examiné. Si (cot a)' est différent de

zéro, en divisant par ce facteur et prenant ensuite la dérivée relative

à t, il vient

o = sm

d'où l'on tire /3 = 0, ou bien sinib = mcosa +- nsina [m et n étant

des constantes arbitraires). La première condition est inadmissible, car

elle réduit l'équation (40) à cosa=: o etpuis l'équation (39) à sina:= o.

La seconde exprime que les grands cercles représentés par l'équation

27.,
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(07) ont leurs pôles sur un même grand cercle; or rien n'empêche de

prendre ce dernier grand cercle pour celui à partir duquel on compte

les oc : alors a = o et nous retombons encore sur le premier cas. Ainsi

quand c est nul, c'est-à-dire quand les cercles de l'un des systèmes sont

des grands cercles, on ne trouve pour systèmes orthogonaux que les sys-

tèmes évidents formés par des méridiens et les parallèles correspondants.

Supposons maintenant c et y différents de zéro, cos/ft n'étant jamais

nul, nous pourrons diviser l'équation (39) par ccosib, et en prenant

la dérivée relative à t du résidtat, nous aurons

, . / cos« \' . /' sino! \'
r, I sin i/j\'

j4iJ cosa 77 +sma rr ] =sin;« ^]-
^ ' \cc.QSiul \ccoiibJ ' \ccosiu/

Il peut se faire d'abord que les dérivées ( rrl ' ( "-r) ? soient
' ' \CCOSlOj \cfOSlO J

toutes les deux nulles ; dans ce cas, a et c cos ib sont constants, et i'éga-

1 ' , / \ n cr sin Ib
hte (40 montre que p = o; en ertet ^ ne peut pas être constant,

sans quoi rt, b et c seraient constants et les cercles du premier système se

réduiraient à un seul. Ces résultats montrent que le lieu des pôles des

cercles de chaque série est un grand cercle, et que les deux lieux cor-

respondant aux deux séries de cercles sont perpendiculaires l'un à

l'autre. Potu- achever de déterminer les deux séries de cercles aux-

quels nous sommes ainsi conduits, supposons que les grands cercles

qui contieiment leurs pôles soient les méridiens .r = o, jc=-^ on
2

— ?

2
aura alors a =^ o, a == -, et l'équation (39) deviendra

c/ cos ib cos i^ = — sin/Z>sin/^.

Mais aucun des facteurs du premier membre ne peut être nul ; donc on a

c cotib = m, 7 cot/ô = >

' ' III

m étant une constarite. En introduisant dans les équations (j^) et ^^38)

les conditions pi'écéfleules, on trouve poui" les équations des séries de

cercles obtenus

cosji' = &'mib (sin ij — m co^ij-),

sinx=r — sin/p ( sin «y -H cos/j
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qiK' lions mettrons sous la forme

cos.r = (7. cos/ {j — m),

sinx :=(6/sin/(^ — ra),

m étant une constante et a et /3 les deux paramètres variables.

Revenons à la discussion de l'équation (4')' ^^ supposons que l'une

1 1 j ' • ' f s'ma \' f cnsa \' . .,
des deux dérivées rr ' rr ' ia première par exemple, îie

\ccosib/ \c cos 10 J
^ t- I '

soit pas nulle : divisant par cette dérivée et différentiant par rapport

,1 t, il viendra

f/i'^1l cos a

coi a

c cos/'

6

'1'

= sin/jS

^c cos il)

On satisfait à cette équation en posant

/ sin/6 y
\ ccnsib I

cos (6

[

cos a

c cos ;6

sin a

ccosib

o et

(sin ib y
c cos ib j

cos ib

OU

et

cosrt = insina + nccosib

sin /A = p siii a -+- <yf cos ib,

III, II, j) et (j étant des constantes; de ces deux résultats on tire

qcosa — ns\nib = [imi — np) sina,

ce qui prouve que les pôles des cercles du premier système sont sur

un même grand cercle; mais on a alors par l'éfjuation (40

m cosa + siii a = /; sin /^ ;

d'où l'on déduit que les pôles des cercles du second système sont aussi

sur un même grand cercle, qui d'ailleurs est perpendiculaire au pre-

mier; nous retombons donc sur les deux systèmes qui ont été déjà

indiqués.



2l4 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

Si l'une des dérivées

[/
cosfl y

\ccos/è /

TjmTy
\c cos ia J

[ smib \'~y

\ c cos ib I I

/ sin« y I

\ccosibj _\

la première par exemple n'est pas nulle, on aura, en divisant l'équa-

tion (42) par cette dérivée et différentiant le résultat par rapport à t.

= sinî'jS
[

(sin ib y
'

c cos ib )

c cos ib

[/
cos« y

\c cos ib J

j
sin« y

y c cos ib J

= o,

c'est-à-dire

P = o ou bien sin ib = m cosa -h n sin a + pc cosib.

m, 71 et p étant des constantes. La première condition donne

par l'équation (4^)? et puis

a ^ o

par l'équation (4i), résultat absurde. La seconde condition donne

cosa = TOsin/jS

par l'équation (4 2) ;
puis

sin a = n sin/jS

par l'équation (40; puis enfin

ycosi/3 -+- psini^ = o,

à cause de l'équation (3g), résultat inadmissible aussi, car on en dé-

duirait que a, |3 et 7 sont constants.

En résumé, il n'existe donc que deux systèmes de séries de cercles.
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5

tracés sur la sphère, respectivement orthogonaux : 1° le système formé

par des méridiens et les parallèles correspondants; 2° le système formé

par les deux séries de cercles

1 cos.r = a cosi {j — m],

[ smx ^= ^ismi[j- — m).
(43)

Les surfaces dont les lignes de courbure ont pour transformées sphé-

riques les méridiens et les parallèles sont évidemment celles qui ont

été étudiées au § III; il ne nous reste donc à nous occuper que de

celles dont les lignes de courbure ont pour transformées sphériques

les cercles représentés par les équations (43).

Or les équations
(
43 ), dans lesquelles ex. et (i sont des constantes, sont

les intégrales respectives des équations différentielles

( tango- ^j: = aang/(j - m) dy,

\ cotxdjc = i cot i [j — iii]dy,

d'ailleurs nous avons trouvé pour l'équation différentielle des lignes

de courbure d'une surface quelconque

X et j ayant évidemment la même signification que dans les équa-

tions (44); donc si nous exprimons que les deux équations (44) équi-

valent à l'équation (^3), ce qui donne

f [tang^j: + tang^/(j- — m)] + [u — iv) tangx/ tang/(^ — m] = o,

ou bien

(45) s [tang^x+tang^/(j — »?)]+ (r~ t +z)tangx i tangi [j— in)= o,

en remplaçant u, i', u-par leurs valeurs indiquées au § I de la première

partie; nous aurons l'équation aux différentielles partielles du second

ordre en z, x, y des surfaces cherchées.

Pour intégrer l'équation (45), nous allons d'abord substituer aux
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variables indépendantes x et j les variables a et /3. Pour cela obser-

vons que l'on a

dz dz du. ilz dp

dx ' da dx d^ dx

dz dz da. dz dp

dy ' da. dy' d^ dy '

mais les équations (43) donnent par la différeutiation

du. imx da. . . I ,

rt.T co'iiyy — m) dy o v^ /'

dp _ cosx dp _ p

dx i s\ai [y — m) dy i tang; [y — m)

OU bien

da. p \/l — a^ da a y/ 1 — a'

dx
""'

sjTÇp^
'

dy ~ ^T^p-'

dp _ a v'n- p^ «"P _ P s/ 1 -(-
P'

dx
\li — a-



PURES ET APPLIQUÉES. ar

et, en remplaçant '-/^, ^, -^, '-1 par leurs valeurs,
' rfa c/p rfa f/p f^ '

_ „ I — a^ rfz I + p' ^/2

/^ l-Hp^ Ta.
"'" "^

, — a' ^ '

„ I — a' <^^3 o t^'z o, I 4- S' f/'z

rta ' \ I — a- y f/p

substituant dans l'équation (45), qui revient à

[r ~ t -\- z) (/.[i + s {^J - «2) = o,

on trouve

^^ '^ rfa^P (H-P')(a'+p») rfa (i— a'){a' + pV/p («^ + p')'
~ °-

Pour déduire de cette équation la valeur de z, je remarque qu'en ajou-

tant et eu retranchant, dans le premier membre,

on peut écrire

Intégrant par rapport à a, on a

dz p(i — g') _ A— a- ,

y (P) représentant une fonction arbitraire de jS. Intégrant de nouveau

Tome V (2" série). — Juin 1860. 20
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par rapport à p, il vient

F (a) et F, (j3) étant des fonctions arbitraires de a et de /S.

lia valeur de z étant connue en fonction de a et de /3 et par suite en

fonction de .r et de j d'après les égalités (,/|4)» on pourrait se servir

des égalités (4) pour calculer les coordonnées rectangles 2, yj, Ç d'un

point quelconque de la surface en fonction de x et de jr, et de là

on passerait ensuite aux valeurs de ^, yj, Ç en a et jS; mais on arrive

directement, et d'une manière plus simple, comme il suit. L'équation

du plan tangent à nos surfaces est

XcosJT + Ysinar + Z/sin/j' = — z.

Substituons à z,cosa:, sinx, i<,\\\ij leurs valeurs en a et j3, il viendra

Xa v'i + jS^ + Ypv^i — a* + Z (cosZ/K.'y/i — a* + fsin™. v^i + ^'^)

^/,_aVi + ^nF(«) + F.(P)].

ou bien, en remplaçant
,

par a et
,

par |3,

a X 4- /3 Y + (/sin /^n .
y' i + a''' + cos//re.. y' i — jS^ ) Z= F (a) + F, (jS),

les fonctions arbitraires F (a) et F, (/3) ayant, bien entendu, changé de

forme. Or les coordonnées ^, y), Ç d'un point quelconque de la surface

doivent vérifier cette équation du plan tangent et .ses dérivées par-

tielles relatives à a et à |3; on a donc les trois équations

«£ + /3>) + (/sin iin . v/i + a*+ cos/m . y/i — /S*
) Ç = F (a) + F, (/5),

^. a / sin im „ „, ,

y/i -H-/'

8C0S(/H ^ T" /o\
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pour déterminer complètement les coordonnées ^, yj, Ç en fonction de a

et de /3 ; à la place de la première de ces équations, on peut prendre

celle-ci

\ V l -H a V ' — P /

qui résulte de l'élimination de '£ et de y;, et on obtient le système plus

simple

(47) ;
? + 5^Ç=F'(a),

s/i— p'

Évaluons l'élément linéaire ds de la surface , élément dont la con-

naissance est nécessaire dans l'étude des propriétés géodésiques.

En différentiant les équations (47) et posant, pour simplifier,

F (a) - aF'(a) = 9 (a), F. {{i) - /3F', (/5) = ^ (/3),

on trouve celles-ci

îsiniVw cos(OT \ ,^ r /, aîsinim .^1 j—= -^ —== ) c/Ç = U (an j Ç, da.

^, + a= \/l-|5'/
I C + a'f J

L (--p^)' J

dl + "^./Ç= - '- L'(ai+ -^ii^ d^a,

V'-P- P
[_

(i-p)^ J
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qui reviennent à

isinim cos/m \ ,^ V ,, \ aisiniin .

da.

P
t(/3)

('-PT
^]
ç Up,

isiiKm cosi/ii

^7^; "«=77

X
r ,, , a/sin/m ^"1 j r ' /o\ 6cos/«;
9' (a) H j Ç r/oc + U, (P)

- -^ j

?

L (' + «=)' J L (•-p')

r/|3

X

- -== + , 9 la) -1 î Ç «a,

/ isinini cos i/ii \ , Scos;/«

Vs/i + a^ v/i — p2 ,/ \/i — p=

'[a)+ j<;\da + \cp,{^)--^ jÇW/S
(

(•+-f J L {-'~pf J )

I / isiaini cosini \ P , ,,, 8cos//« ^'\ , ,,

Faisant la somme des carrés membre à membre et supprimant le facteur

(sin;/« cosim
» il vient

. n i + a-r ,, -, aisinim J]- , „ i— S- T , {^)-î^2l!^-C

où Ç doit encore être remplacé par sa valeur tirée de l'équation

dfi'

v/. v/.-p=
+ -7=^. K = ? (a) + ?t (p.).

si l'on veut avoir ds en fonction des deux variables indépendantes a

et S. La valeur de </.v' peut se mettre sous une autre forme : de le-
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quation qui détermine Ç on déduit

/ /sin//« cosim \ <l'C , < a(sinfV« ..

, -h -, ) -f = ?'(« H ; Ç,

('sin(V« cosim \ dt , ,^, Bcosini

r-.A''

donc on a

P)

La valeur de rfy, quoique d'une forme assez élégante, est néanmoins trop

compliquée pour qu on puisse, dans le cas générai, se proposer, avec

quelques chances de succès, la détermination des lignes isométriques,

des lignes géodésiques, etc.; mais dans certains cas particuliers toutes

ces questions deviennent abordables. Je me bornerai à signaler le cas

où l'on a

9(a) =: çosim. \ i + a% y, {fi) = isinim.yj i — f:i-,

et celui où

Vin. — Sl3RF.\CES d'étendue MINIMUM (*).

Les surfaces d'étendue minimum sont celles dont les rayons de cour-

bure principaux ont en chaque point des valeurs égales et de signes

contraires. On a donc poiu' ces siufaces, d'après l'équation iiS).

(48) U -h M' = o,

(*) Quelques-uns des résultats contenus dans ce paragraphe, à savoir : i" l'intégrale

générale sous forme réelle; 2° les surfaces d'étendue minimum algébriques; 3° la sur-

face d'étendue minimum du genre helicoïde, constituent le but principal des recherches

que M. Catalan a présentées en i855 à l'Académie des Sciences et qu'il a ensuite pu-

bliées dans le tome XXXVII du .loiirnal de fÊcolr Polytechnique. ,Te crois devoir faire

observer «jue j'avais donné tous ces résultats, dès 1 853 dans le tome XXXVII des Comptes

rendus, page 53i. Du reste M. Catalan a bien voulu reconnaître, dans une note placée

en tète de son Mémoire, mes droits à la |)riorité.
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ou bien

(48 bis) t + r + itstngij.q + s = o.

L'équation précédente s'intégre sans difficulté par la méthode de

Monge, mais on est conduit à des résultats plus simples en partant

de léquation qui détermine Ç.

Différentions l'équation (48) par rapport à j ; en se rappelant que

r f . d-'C, . . . dK\ , . dÇ
u =

j
[cosij^^-hi^mij^^jdj; >r=cos/jr-,

on trouve

équation bien connue et dont l'intégrale générale est

(5o) Ç=:/{x + ij)+J,{x-ij),

f etj, étant des fonctions réelles ou imaginaires; ou mieux, en évi-

tant la forme imaginaire,

(5i) Ç ='^ [œ(jc + ij) + (p{œ~ ij)] + i
[y, (x + ij) - «p, (x - if]],

ç et ç, étant des fonctions réelles. Observons toutefois que l'équa-

tion (49) est plus générale que l'équation (48), et que lorsque nous

déduirons z de la valeur de Ç fournie par l'équation (5o) au moyen

de la relation z= / <^cosijdj, il faudra déterminer la fonction arbi-

traire de X introduite par l'intégration, de façon que m 4- 1<' := o.

Indiquons dès à présent et d'une manière générale comment se fait

le calcul de cette fonction de x. Je pose

j aurai

z= f Çcos/jf/j + X,
Jo

d-z . . dz r^d-t . ,

4- / ''^cosijdj + Ç/sin/j + X" + X,
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mais puisque

on a

et, en intégrant par parties deux fois de suite dans le second membre,

£g^cosijdr = - ^cos(r + (g)^
- Ç/sin(> - j^'çcos/M ,

/— J désignant ce que devient — pour > = o; donc

par conséquent, si l'on veut que la condition u-h (v= o soit satisfaite,

il faudra que

ce qui donne •

X = Ccosx + C'sina-+ / (-7^) sin (a. — x) dx,

en représentant par
( ^7: )

la valeur que prend —pour ,r = a et ) =0

Ainsi on a

(52 1 2= Ccosa -f- C'sinj:- -/ cosijÇf/)+ / (-^j sin(a — x'if/a,

expression dans laquelle on pourra toujours laisser de côté les termes en

cos X et en sinx qui n'influent, comme on sait, que sur la position de

la surface par rapport aux axes.

Appliquons les formules précédentes à la recherche de quelques sur-

faces simples. Posons

f{x + ;>•) ='-{fi- ib) [X + f r), / [x - (r) =^-(a+ ib) [x - iy),
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n et b étant des constantes réelles et qu'on pourra toujours supposer

positives; nous aurons '

Z = ax -\- h}-,

puis

J^cosi) d) = — [ajc -+- by) isinij — bco%ij -h b,

Ji-^\ sinfa — x) da. = bç.o%x — /;,

et, par suite,

z= (C + è)cosa'+ C'sinj? — [ax + Z^) )/sino — bcosi/,

ou simplement

2= — (rtj: 4- èr)'sino' — bcosiy,

en laissant de coté des termes inutiles. Portant cette valeur dans les

équations (4 bis), on a celles-ci

r cos [w — x) =: è cos ij,

rsin (w — x) = aismir,

Z — ax + by,

pour déterminer les coordonnées polaires /et w et la coordonnée recti-

ligne Ç des différents points de la surface. Si « = o, on trouve

r = /; cos -r^
b

c'est-à-dire la surface derévolution engendrée par unechaînette. Si b=o,

on a

s
, ?

0) =:
1

1

2 a

c'est-à-dire l'hélicoïde gauche à plan directeur. Dans le cas général où a

et b sont positifs quelconques, la surface admet la génération suivante :

Considérons dans le plan des (?,/?) l'hyperbole représentée par

l'équation
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et prenons la branche située du côté des ^ positifs pour base d'un cy-

lindre parallèle aux Ç. Sur ce cylindre traçons une combe telle, que la

coordonnée Ç de l'un quelconque de ses points M, soit dans un rapport

constant égal à ^> avec le secteur hyperbolique compté à partir du

demi-axe réel qui aboutit au sommet (§ = ^, y; = o), et terminé au

<lemi-diamètre qui aboutit à la projection du point M sur le plan des

1, >]); enfin donnons à cette espèce d'hélice hyperbolique, un mou-
vement hélicoïdal direct autour de l'axe des Ç, de f;içon que les hélices

circulaires décrites par ses différents points aient toutes a na pour pas;

la surface ainsi obtenue sera la surface d'étendue minimum consi-

dérée.

Faisons encore

^ ' ' 2 -^
' 2

nous aurons Ç =^ e"'cosHX, puis

t,'o «.'o

2(«+ i)^ ' i{n— i)
'' ''

/ [-r\ sm(a~ .T)da= n s\n( a — x]cos>i(xd(x.

d'où

e

2(«-)-l)
'

2(n— l)

Par conséquent les équations (4) qui déterminent les coordonnées

rectangles d'un point quelconque de la surface deviendront

„ . ficosnx re("+')'^ e("-')/"l
E COSa' + Y) sin CV = 1^ 2L«-)-i n — i J

y. . — «sin«x reC+'J/ rC-'Il'l
t SUl X — ri COSJC = 1 1

i in + i n — ,j

Çz^ e'" cosnx.

Tome V (a« série) — Juin 1861.

.

- 29

« cos nx « COS n.r:
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Si on éliminait x et y entre ces trois équations, il est évident que le

résultat contiendrait 2, >", Ç sous forme algébrique; donc la surface

d'étendue niiuinuim que nous venons d'obtenir est algébrique. Un
peut avoir autant de surfaces de cette nature que l'on veut en posant

J\oo +



PURES ET APPLIQUÉES. 227

La condition (48), introduite dans l'expression du carré de l'élé-

ment linéaire de la surface, réduit ce carré à

, ,^>3) ds^= (.^+ iv=) {dx-+ dr-) = cos= h- [(g)V ('^)°] {dT^+4r%

cette dernière égalité prouve que non-seulement les méridiens el les

parallèles sont orthogonaux, mais encore que ces lignes forment un

double système isométrique. D'une manière plus générale, on peut

dire que deux séries de lignes tracées sur la surface qui ont pour trans-

formées sphériques deux séries de lignes sphériques orthogonales et

isothermes, sont des lignes isométriques de la surface. On s'assurera

de l'exactitude de ce résultat, en se rapportant à la règle que nous

avons donnée au § XIII de la première Partie pour déterminer les lignes

isométriques d'une surface quelconque.

Déterminons les lignes de courbure des surfaces d'étendue mininnun
;

à cet effet, portons les valeurs de u, c, îv, qui sont ici

M = - iv = - icosir [/'(.r -h if) -f\ (.r - /»], .

V = cosi/ [/' [x + Ij) +/', [x - /}•)],

u' — icosir [/' (.r + h) —f\ {x — ij)\

dans l'équation générale (2 3)

' dyX * u — IV dy '

'
^ • '—1=0,

ydx j V dx

et il viendra

dyy _ ^ f [^ + iy) —f\ jx — ij) ^ _ , _ y
dx) /' {x -h iy) +/*, (-^ — iy] '/•'

Cette dernière équation s'intègre, quelles que soient les fonctions J
et /, , ainsi que l'a fait voir pour la première fois M. Michaël Roberts.

Posons, en effet,

d'où

X + [y = JT,, X — iy =f,,

dx^--dr^ = '<^'''\ 2idxdr = '''''-''''
,

29-
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nous aurons

on bien

d'où

(54) fslfT^)da:,= ±ifs/J\{j;)dr,+ C.

On peut observer que les lignes de courbure forment deux séries

de lignes isométriques.

Cherchons, en second lieu, les lignes asympto(iques.

L'équation de ces lignes est, pour une surface quelconque,

en remplaçant u, i>, (v par les valeurs qui se rapportent aux surfaces

considérées, il vient

• - 2 / [y (x + if) +f\ {x - />;] dxdy = o,

et, en introduisant les variables jr, et j",,

\J' (^.) -y.' (J.)] idj\ + dx\) -*- [/' (X.) +,/', (j.) [[dx\- d^) = o,

ou

J'{.v,)dx^,=J\{j,)dj1,

d'où

(55) /v/J^) ^'^. = ± JslTJj^)dj. + C.

Ainsi la détermination des lignes asyn)ptoîiques se ramené aux qua-

dratures comme celle des lignes de combure; de plus ces quadratures

sont les mêmes pour les deux systèmes de lignes.

Déterminons encore l'angle Q sous lequel une ligne quelconque tracée

sur une surface d'étendue minimum, coupe les lignes de plus grande

pente.
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Nous avons trouvé d'une manière générale

dy u cos 9 — p sin 9

dx wsinô — i'cos9

or, pour les surfaces considérées, i^ = — (v, donc

dy — (V cos — V sin

dx K'sin 9 — fcos 9

cle là on tire

dx -+- idy ~hv (cos9 + /sin 9)

—

k (cos 9 4-' sin 6)

dx — idy w(cos9 — /siu9J— c(cos9 — /sin 9)

((' H- /«') (cos 9 -(- / sin 9) v -h /«" oii)

(p— /«•) (cos 9 — / sin 9) v — iw

ou bien enfin

en introduisant les variables x^ et j",.

La formule précédente donne aisément l'angle formé par deux

dx
courbes quelconques. Soit en effet -^ le rapport différentiel des varia-

Sx
blés x^ et/, pour la première courbe, t—' le même rapport pour la se-

conde courbe, au point x^, j, où les courbes se coupent, nous aurons

^ _ /', (/') 2/9

Sx, _/', (.y,) o,'^^

•î/, ~/'(^,) '

5 et 6, étant les angles sous lesquels la première et la seconde courbe

coupent la ligne de plus grande pente. Divisant membre à membre, il

vient

dx,

dy

x,~ ^
'

oy,

et comme l'angle cj que forment les deux courbes est égal à 6 — Ô,, on
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obtient

(5?) J^.^e
s7.

Si les lignes considérées sont une ligne de courbure et une ligne asynip-

totique, on aura

^^

et par suite u = j-, ce qui pourrait être établi directement au moyen des

propriétés de l'indicatrice. On déduit aussi de l'équation (54), que les

équations des lignes qui coupent sous un angle constant les lignes de

courbure ou les lignes asyniptotiques, sont

(58) f\'f'{^>)
dx, = mjs,if\ (j.) dj, + C,

de telle sorte que la détermination de ces lignes dépend des deux mêmes
quadratures qui font connaître les lignes de courbures et les lignes

asymptotiques.

Cherchons enfin les lignes géodésiques. Ces lignes sont définies par

les deux équations

de = - aang ifdx, p = -ÇJf^J e-'";

la première équation, en substituant 'a j (l a x leurs valeurs en a,

et^,, devient

'(^i-J".) '[^^-r^)

/,a„gf^(^x.+,/j.)=.
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1

ou bien

xj+ /j V X, y-, l

eu faisant

Quant à la seconde équation, si l'on pose

/(x.) =/(— i logx,) =
çp
[x^],

elle revient d'abord à

prenons les logarithmes et différentions par rapport à j.^, uous au-

rons

iP.r.,

'Hyï _ ?" (.rO _ /(^•Q
f^' _,_ 2

/''^^

,

d'où, en remplaçant -j— par sa valeur,

dy\_i,[yi) <f"{x;)dj:, x,—j, dx, x, — y.

dy-.

Pour simplifier encore, je fais

dx,
y'i (j-j) X:

ce qui donne

d'Xt d w dj:.^

dy\ _ f^' ,
y". (j^O _ '/'(^•'^ (/x, ^, ii_^

dx, M ^', (y ip'(-rO dy^ ^2 /-
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et j'obtiens

Posant enfin

d'où

et

on a

, e N dx, dw _ ij\ {y^)dy^ — if'[x.,)dx,

et par conséquent

(60) ^[t.(.'-3) + 4'(-^3)] = -^'.(.r3)g-2f{^.)(g

Les deux équations simultanées du premier ordre (Sg), ou bien

l'équation du second ordre (60), définissent les lignes géodésiques des

surfaces d'étendue minimum. Ces équations, quoique d'une forme

assez élégante, ne paraissent pas pouvoir être intégrées sans particula-

riser les fonctions ij; ^t
(J^i-

Nous joindrons encore aux formules précédentes celle qui donne

l'élément linéaire ds de la surface en fonction des variables jTj et 73.

Nous avons trouvé plus haut

*-=COs',,,[^lî)' + (|)'](rf.>-Hrf,>)

= 4cos=(;/'(.r + ij)J\'[x - ij)[dx^ + dj^),

et de là on tire, en introduisant les variables :c, et > ,

,
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remplaçant e"' par jc^, e"^' par jr2, on a encore

puis enfin .

(61) ds'^ = {'\[x^) + ^^ {j\)\^dx^dr^.

Occupons-nous maintenant de la recherche des surfaces d'étendue

minimum qui remplissent certaines conditions géométriques.

Cherchons, en premier lieu, celles de ces surfaces qui sont de révolu-

tion ou plus généralement qui ont leurs lignes de première courbure

dans des plans parallèles au plan des (^, yj). On doit avoir pour ces

surfaces

Ç ^ 9(.T') c'est-à-dire — = o,

et, en même temps,

de là on déduit

f'{x+ iy)-hj\'{x — ir) = o,

d'où

/'{x -+- iy) = fi + ib, j\' [x — iy) = — (a + ih\

n ai b étant des constantes réelles, par conséquent

J'{
T + /)) = (a -(- ib) [x + iy) + c + id,

J\ (x — if) = — {a + ib){x ~ ij) -{- e + ij\

c, c/, e, / étant quatre nouvelles constantes réelles; on a donc

Ç =; 2 (rt -f- ib) iy + c + e + i{d +_/

)

ou simplement

Ç = - 2 by,

puisque Ç doit être réel et que la suppression d'iuie constante dans la

Tome V {•x' série). — Juillet i8(io. JO
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valeur de Ç ne produit qu'un déplacement de la surface parallèlement

aux Ç. On conclut de là que les surfaces cherchées se réduisent à la

surface de révolution qui a pour méridienne une chaînette.

Déterminons, en second lieu, les surfaces d'étendue minimum qui

peuvent être engendrées par le mouvement hélicoïdal autour de l'axe

des Ç d'une courbe plane ou gauche. On a pour ces surfaces, d'abord

dt

m étant une coisstante réelle, et puis

Ç =J\x + [y ) +/,
(
X — (;•

i;

de là on déduit

J'{a.'-^ if) +_/', (.r -/>•) = /».

par suite

J'{x -^ ij) = a+ ib, J\{^ — ij) = m — [a -h ib).

ou

f{x -h if) — [n + ib) {x -h ij) -^ c -h id,

J\{x — iy) = [m — a — ib) {x ~ ij) + e -+- if,

d'oîiou

'Ç = m{x — ij) + lij [il -+- ib) +- c +- f -f- / ( c/ + /),

ou simplement

Ç = mx — 2 hj,

ce qui donne la sui'face engendrée par le mouvement hélicoïdal d'une

hélice hyperbolique, surface que nous avons indiquée précédem-

ment.

Cherchons encore les surfaces gau<;hes d'étendue minimum.

Pour qu'une surface soit gauche, il faut et il suffit (|ue les lignes

asymptotiques de l'un des systèmes soient des droites : or la transformée

sphérique d'une droite, quelle que soit la surface sur laquelle cette

miroite est tracée, est un grand cercle; on conclut de là que les ligues

asymptotiques de l'un des systèmes sont dans toute stu'face gauche
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représentées par les équations

cos (.r — a) = sin //3 smij, ('5 = 9 (a)T

qui conviemient à un système quelconque de grands cercles. De ces

équations on déduit, en différentiant deux fois,

— cos fx — a) =^ sin i^ sin i)' i-^] -+- ^ sin /|3 cos/;' -z-j -.

ou

-7^1 + /cos(x — a) COti/-^ :

d ou

ce que l'on peut écrire ainsi :

dy-'X . . d'

y

dx,'\ dœ, X,— r, d^x,

en introduisant les deux variables .r, et y\ et prenant la seconde

comme variable indépendante.

Maintenant nous avons vu précédemment que les équations des

lignes asymptotiques d'une surface d'étendue minimum pour laquelle

Ç = f{x + iy) +j\ {x - iy) =/(x,) +/, (j,),

sont .:.

dx^_
_j_

\^/', ir.) .

donc si nous posons

nous aurons

dx, _ X,

ou

~dy\ _ ^^ _ XI
f/.r, X, r/j, Y,

3o..
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En rapprochant cette équation de celle qui a été obtenue plus haut, on

voit que pour que la surface d'étendue minimum soit gauche, il faut

et il suffit que l'on ait, Y, étant réduit à l'une de ses deux valeurs,

/ X,\ .r,— r, X', Y',

c'est-à-dire

(Y, + X,) (e'-^' - e'>-) = i{Y\ - X',) (e'^' + e'^'),

ou bien

(62) e'^.(Y,+ X,- /Y'. + /X',) = e'->-'(Y, + X,+ iY',-/X',);

différentions par rapport à oc,, puis par rapport à j,, il vient

e'-^.(Y.-zY',)'=e''-.(X,-/X',)',

ce qui exige que

(Y, _ iY\y= limé^', (X,- iX',)'= liine"'',

m étant une constante réelle ou imaginaire, et par suite que

Y, — 7 Y', = 2 me"' -^ iol,

X, — / X', = ame'-^' + 1^,

a et /3 étant deux nouvelles constantes de même nature. Portant ces va-

leurs dans l'équation (62), on a

e'^' (X, + iX,+ 2a) = e'^'' (Y, -+- iY\ + a/S),

d'où
X,+ «X', = 2ne~'*' — la,

Y,-F/Y',= 2«e-'->-. - 2/3.

Rapprochant ces deux égalités des précédentes, on trouve

X, = me'''' + «e~"^' + /3 — a,

iX', = ne~'''— me''' — a — /S,

Y, = me'^i -I- ne~'^' -+- a — /5,

/Y', = ne~'^'— tne'^< — a — /3, ,
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ce qui ne peut être qu'autant que l'on a

a -I- /3 = o,

et par suite

X, = vié"' + ne""' — ia,

Y, = mé^' + ne~'^' + aa.

Reste à déterminer les constantes m, Ji et a. Pour cela supposons que

l'on ait choisi les axes des S,, rt et Ç de façon que l'une des génératrices

rectilignes de la surface soit parallèle à l'axe des /j, et qu'une seconde

génératrice soit parallèle au plan des (^, yj) et fasse un angle égal à

—h kn avec l'axe des Ç. Nous aurons pour la première génératrice

JT" = o, f{x -V- iy) + J\ [x — iy) = const,

par suite

/('» + /'.(- 0") = const,

d'où

/'((;-)=y/(-(rj;

puis, pour la seconde

X = kn, J\x + ij) + J\ [x — ij) = const,

par suite

J {ku + iy) + /, [kn — iy) = const,

d'où

f'{kn+ij)=j\-[kn-iy). -

De là on déduit, en se rappelant les relations qui lient/' (.r,) et/Zfj,)
àX, et Y,,

{me~^ + ne^ — a a)* = [ine^ + ne~^ + laf,

la première condition donne

nî^ — «^ r= o et 21X [m + n ) :^ o,
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et la seconde

m^ gl'*-_ «= = o et a (we"*" + «) = o ;

comme on pent toujours supposer / tel, que l'on n'ait pas e^' " = i,

on voit que les conditions précédentes ne peuvent être satisfaites que

si m =: « r= o. Ainsi on a

X, ^ — 2 a, Y, ^ 2 a,

par suite

donc

Ç = (a -I- /A) {x + ir) + {n ~h ih
)
(.r — o") -t- c + /W,

rt, /?, c, tétant des constantes réelles, ou simplement

^ = "iax.

Par conséquent la seule surface gauche d'étendue minimum est l'héli-

coïde gauche à plan directeur.

Cherchons enfin les surfaces d'étendue minimum qui ont toutes

leurs lignes de courbures planes.

On a pour ces surfaces

i' [tang-x + tang^i (j— m)'\-\- [u — w) tang.r . /tang/(-)- — m, — o

et

u -t- tv = o,

par conséquent

[tang^x -i- tang^'/i^j — '«)J V — 2tanga:.Mang? ( > — '",'7: = o

et

La première équation considérée isolément s'intègre sans difficulté.
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El) effet, en posant conformément à la méthode connue

dr _ df _dt
tang^j;+ tan^'/(_j' — m) — 2tangjr.itang('(j

—

n) o

on li'ouve d'aborr!

w = C, cot[ JT + i[f — m)] = cot[.r — /( ) — in)\ + C,

et puis

'Ç = F!cot[.r + i{Y — m)] — cot[jr — /( r — m)]j,

pour l'intégi'ale cherchée.

Déterminons maintenant la lonction arbitraire F par la condition

que la valeur de Ç satisfasse à la seconde équation

d'(, d'-Z _
dx' dy-

En différenliant deux fois par rapport à .x et par rapport a y la

valeur de Ç, on trouve

^ ^ p, _
I

-
_, J \^

dx '
/ sin-[x -|-/( y — w)] ' sin-[.r— i{y — "0]'

'^ï p- (
— '

' /

dy '

I
sin'[.r + ;(jc' — wi] sin'[x — /(_> — "0]

'^'^ ^ p" (
— '

,

• /

d.r^ '
( sin-[x-f- ('( r — /«)] sin'[.r — /(>•— '«)] *

p, I
cos[.r-|-((j — m)] _ (os[x— ({)-— /«)]

' sin^[.r-|- i[y — m)\ sin^[.r — i[y — m)\

dy-
I
sin- [.r -f- /(j — w)] sin^[j: — / {y — '")] *

„, 1 — cos [x +- i (y — ;« i] cos [x — ; {y — ///)] 1

( sin' [.r -H (
{
j — in)] sin'[jr

—

i {y — m)])

F' et F" étant les dérivées première et seconde de la fonction F par

rapport à la variable cot [x -h i{r — m)] — cot \x — i [j- — m)] dont

elle dépend. De là on tire

dx'' dy- sin^ [.r + i {y — m)] sin- [.r — i i j — m)]
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donc pour que

on doit avoir

F" = o,

d'où

^ = ~ ri ^°' [^ + '(J - '")] - ^o^C-^ - '{j - '")] i.

rt étant une constante réelle.

La valeur de ^ étant connue, nous avons encore à calculer z au

moyen de la formule

z = CcosJT 4-

or on a d'abord

JC^
[d'c\ r^'

(
) ^\\\{a. — x)d a. -^

I
CcosjV^;WV "-,' X

Ccosirdr = cos «r ' —7 ^ i-i z~ ?r t. i dr^ J -J 2 /
-J

I
sui[x + ( (j — m)] sin [x— j[y— 77))]) -^

ai Ç-'^ za%iy%\nii[y — nv _,

2 ; cos^.r — cos';{r — m] -
'

donc, en posant

il vient

JC^
^ . 1 r^' (cosimcosiy, — sin^wsin/r,) sin/r, cos/r ,

I
cco?,iYdy— — m |

—

—

7^—

^

-dy,
«^ — m

J"''

cos'iYid.cosir. . /'''' sin'/i.rf sin n,
nbWMill 4 ^-^

:

——,
cos-r

—

cos'/), / sin-JT— sin'/v,— m " «. — m

et, en observant que, en général,

'" ./.;'
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on trouve

!^cosij'dj=: — aco&im.cosi/,+acos''im+asïnim.Sïniy,-^a&iu'iiii

(COSîr, . . icoiiiii— acosjc.cosim.iarclans +flcos.r.cosi//i.iarctaiieo cosx ° cosa:

. . . isinir, . ... . isini'm
-h as\nx .ismim.arcians -^^^ + <7sim:.isin/m.arctane^

" SlIlJr " Sin.r

i cos (
( r — m)= a — acos/r — acosx.cosi/rt.jarctane ^

-' " cos.^

icosim . ... ,
isini(y—m)+ «cosx.cos»«.iarctane i-«sin.r.jsiniw.arctang .

~ cosx '^ sin .7-

. . . /sin /m
-H «sinx.isinzm.arctane —.

° sinx

D'autre part

1
—

) sin (a —x)da
«y / «, o

- 1 sin (a — J?) ^-—^—— + .,,',.>
I

dcf.
2 J

^ ' \_sin' ['X. — ini) sin'(a + (OT)J

X^
(sin a cos .r — cos a sin x) (sin^ acos^/Vn +cos'asin'/«) .

ï —— —-^ -r^—
' da.

(cos' a — cos-(«/)^

:acosa: I

«/o

- rtsmx
I

-

t/O

cos' im — { cos' lin — sin' im) cos'a ,

i^ r/. cosa
(cos' a— COS- im j-

sin^ //» + (cos- //« — sm'/w)siî)'a ,—

^

: d.s\ua,
(sin' a — sin-/mi-

et, ei! effectuant les intégrations qui n'offrent aucune difficulté,

sin (a — x)da.£'"'
o \'^//c..,0

sin'im.co&^x . . . icos-r— —a rtcosx.cosj/n.îarctang—

—

cos a; — cosim

cos'f'm.sin'x ... ^ sinx
a-7-T ^- h asui.ï-.;sin//H.arctane-^v—:—

sin'x — sin'im ° isintm

icosx . ...
,

sinx
a — acosjc.cosim.iArclaus,—-.—i-«suix./sin///;.arctanc . . , 1~ cosf/« ismini

3iTome V {2' série). — Jcillet 1860.
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sans tenir compte des termes de la forme Ccosx + C'sin jt.

Réunissant la valeur de
I

{fcos(7^c/;'à cellede I (^| sin(a— .r)r/a,

et observant que

/sm/m Tt sin.r
arctang . = arctan"-^

sin X 2 "-
( sin im

et .

iccisii)! V i cosx
arc tan" = -+ arc tang .

" COS.X' 2 " cosim

on obtient

i'cos'' (/ — m)
z = Ccosx 4- C'sinx — acof,iy— acosa.cos im.i Sirc tang-

. . . /sin i (r — m)+ flsinj?.isinj»i.arc tane -^ ,° sinx

OU simplement

i cos i (y — m)
z:= — acof>ij-— acosjc.cosiin.i3irctang

cosx

. . . isin i (y — m)
-asm j^'.i sm im. arc tana ^

en négligeant les termes en cosx et en sina:.

Pour avoir les coordonnées ^, y;, Ç d'un point quelcouque de la

siu'face , on pourrait se borner à substituer la valeur de z que l'on

vient d'obtenir dans les égalités (4\ mais ou arrive plus rapidement

au résultat de la manière suivante :

Exprimons d'abord z en fonction des variables a et p qui définissent les

lignes de première et de seconde courbure de la surface. A cet effet, ob-

servons que, d'après des formules établies au paragraphe précédent, on a

«V^i + S' 8v/i— a-

cosx = '^

) sui .r = ,

cosi[j-m)= 7=^: ' ^'" ' U" - '") = Ttvt.. '

cosini.Ji-i-&'+isini>ii.\/

1

—a' .. . cosim.Ji — a'4-/sin//w.i/r H-8"
cos/r=

,

—' ? is\iur= î^

,

— ^
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donc.

V a- -4- p^z = — acosiin.\/i + ^^— ais'mim.\i'i — a^

-fl!cos//«.av'j -f- /3*/arctang^ +rt/sin/m./3 y/i — a^aictang-,

ou bien

\v.^-h fi-z= — acosim.\^i + |3^ — ais[niin.\/i — a^

— acosim.a. \'i -+ /3*iarctang/a — a/sin //;.'.^ y' i — a^arc tang/5,

en négligeant des terniesdelaformeCcos:r+ C'sin.r clans lavaleurdez.
Maintenant l'équation du plan tangent, étant en général

X cosjt- + Ysinx + Z/sinrr = —
-.,

SI nous substituons à coso:, sinx, /sinr, z leurs valeurs en a et /5, il

vient

Xa v' I + P' + Y/3 v I — a'^ + Z (cos/m.Vi— a' -+-;sin//72.v/i + jS')

= acosiin
. \J i-i- fi^ +aisiuim.\; i — a* -ha cosiin.a\/ï -f- ^/arc tang /a

+ a/sin »H.,'5 y i — a- arc tang /3,

ou bien, en remplaçant - ,J1 par a et -- ^ — par /3,

v'i— «^
v^ + p-

aX + /3 Y + (cos/mVi — /3^ +/sinim. yjT+~â^) Z

=:aco&iin.\Jj-h a^ + rz/sin /wi.y i — p^ + a cosim. a.i arcsin ia

-+- ai sin;>/2.|3 arcsin /5.

Or, les coordonnées ^, vj, Ç doivent vérifier l'équation du plan tangent

et ses dérivées partielles relatives à k et à p; on a donc les trois équa-
tions

(Zç + /5y; + (cos//H V I — /5^+ ; sin iin.\/ 1 + c/) Ç

a cosim. \/i -+- rj} _(_ rt/sin//Aj.v'i — /5= + rtcos//«,a/ arcsin /a

+ ai s'miin.(i arcsin/5,
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, ai siD im ^ . . . .

g H—;=r ç =acosw2.jarcsin«a,
V' IH- a'

B cos im ^ ... . n
yi — J-

;
Ç = msin im.arcsmp,

pour déterminer les coordonnées |, rj, Ç. A la place de la première

de ces équations, on peut prendre celle-ci :

C=a^/I^-a^^/I-i5^

qui résulte de l'élimination de Ç et de rj, et on a le système plus simple

>, aisinim ^ ....
ç4- --=^^^ Ç = rtcosi/7i.iarcsmia,

S cos im ^ ... . ,
/j —

, Ç^ai sui //n.arc sm [3,

V' — P'

que l'on peut encore remplacer par le suivant :

? — Ç sin im tang /a = aa cos ?>«,

>7 — Çcos//ntang|3 = «jS/sini/n,

Ç = «cos/a.cos|5,

en substituant a à jarcsin/a, et /3 à arcsin^; lequel donne enfin

ç = aacosim + a sinw2.sin/a.cos|5,

Ti = a^isiniin + rtcos///i.cos/a.sinjS,

Ç =. a cos /a.cos /3.

Nous allons, en dernier lieu, nous proposer de fixer les fonctions

arbitrairesy et /, qui entrent dans l'équation intégrale

Ç = /(ar-+- iy)-i-J,[x-ir)

des surfaces d'étendue minimum, par la condition que ces surfaces
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passent par des lignes données. Ce problème, considéré dans tonte sa

généralité, est très-difficile à résoudre; nous nous bornerons ici à

traiter quelques cas particuliers intéressants.

Proposons-nous d'abord de trouver les surfaces d'étendue inini-

nnim qui passent par deux droites données. Supposons que l'une

des droites se confonde avec l'axe des y) et que l'autre soit parallèle

au plan de (Ç, /j), rencontre l'axe des Ç au point dont le Ç est h et fasse

un angle égal à - + kn, avec l'axe des Ç ; nous aurons, quel que soit j,

Ç = o pou r X = o.

^ = // pour Jc = A-7i;

donc, en mettant la valeur générale de Ç sous la forme

il faudra que

La première condition montre que la fonction ip ne doit pas figurer

dans la valeur générale de Ç; quant à la seconde, si nous posons

elle devient

fi^X + ikn) — (i^^{j — ikn)

et donne alors

la somme s'étendant à toutes les valeurs entières de p. Cela posé, on a

C=-7— x+2A„e sin^x.

Si l'on voulait que la surface passât, en outre, par une troisième
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droite parallèle au plan des fÇ, >5), et telle, que Ç = /«'., x = k!n, il

faudrait que l'on eût pour toutes les valeurs de j

,, hk' I"" . pk'

k f^ h

Il n'est pas possible de satisfaire à cette condition quand — est incom-

mensurable, à moins de supposer A^ = o, ce qui conduit à l'hélicoïde
;

mais si -j est égal au rapport — de deux entiers, on la rend identique

en prenant pour [> des multiples de n\ encore faut-il que la con-

dition 77 = T7 soit remplie. On arriverait à des conclusions analogues

dans le cas où la surface devrait contenir plus de trois droites paral-

lèles au plan des (H, vj).

Il y a à faire sur la solution précédente une remarque essentielle :

d'après la manière même dont nous avons opéré, nous avons seule-

ment obtenu une surface qui passe par des droites parallèles aux droites

données, de telle sorte que l'on a encore à fixer les constantes qui s'in-

troduisent dans le calcul de r, de façon que les droites données aient

chacune un point sur la surface. Comme il n'y a que deux constantes,

on voit que lorsque le nombre des droites surpasse deux, on est conduit

à des équations de condition.

Le problème précédent a été résolu avant nous, mais d'une manière

moins simple, par M. J.-A. Serret [Comptes rendus de Vyécadéinie des

Sciences, t. XL).

Cherchons, en second lieu la surface d'étendue minimum qui passe

par l'axe des ^ et qui coupe à angle droit le plan parallèle au plan des

(^, r,) représenté par l'équation

La question revient à ceci : Trouver la valeur de 'Ç,, c'est-a-dire l'ui-

tégrale de l'équation

dr^ ' <h'
—"'

qui pour X =. -n se réduit à zéro el poiu' / = o se réduit ;i //. On
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reconnaît que cette valeur de Ç est celle qui exprime le système des

températures permanentes dans une lame rectangulaire indéfinie dont

l'extrémité est entretenue à la température h et les deux arêtes infinies

à la température zéro; en empruntant le résultat obtenu par Fourier,

on a donc

^ = — jarctange'^'^"^'^'-h arc fange"''-^"'^') = — arc tang . . .

Calculons maintenant : au moyen de la formule

z ^ Ccosx+C sinx+ / C co?,irdy + l \-r] s'mia. — x) (/a.

Or, dans le cas actuel,

r\ . , 7.h C .

^
cosa ,

I Ccos;>v7i = — 1 cos/1 .arctane^T

—

-d)
Jo ' ^ Jo

' '^'"'->'

puis

ih . . .
.

cosj; ih . v^cos.r— sin'fV
=: z SUIT) .arc tang ——-. cos.t .loe ^•

K ° i%\njy T.
" cos'-

rndCA . , . , ih r'sin(a — .r) ,

nh , 7/1 .= — — cosx.logcosx .rsmx.
TT '' TT

donc

2 A . J.h... COS.r 2//
, 5

—:—5-r-
z=: jcfiUijc —— /sin/) .arclangr-:—

:

cosx.Iohvcos r— snr/r;

substituant cette valeur de s dans les relations (4), on a pour déter-

miner les coordonnées rectangulaires ?, /j, Ç d'un point quelconque

de la surface, les trois équations

^cosx -t- -rj sina: = ^— jo? sin j: + cos .r.logycos^ jc — sin^/r
J,

2/1

Isinx — rj cosx ^^ —
)
sin.r .log^/cos^x — sin^/j — xcosj;

j,

2 A cosj.' 2/1

Ç = — arc tang . . . ^= — arcsm^ —
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d'où Ion tire

2//
,

/ ^ :

—

—r- 2 A .. 2/1 . cosj:

; ;=^ logy/cos-x — siii-7)', r, ^= — x-, u= — arc sin -^ — :

" '^ '^
\/cos^^ — sin-/y

et enHn

, cos-^y:

£, — — log 5

sin -j C

Cette burface, qui correspond, comme onl'a vu plus haut, à la première

question résolue par Fourier dans sa théorie mathématique de la cha-

leur, a été indiquée depuis longtemps : on la trouve dans un Mémoire

de M. Scherk, inséré dans le tome XIII du Journal de Crelle.

Proposons-nous encore de trouver la surface d'étendue minimum
qui touche une surface donnée suivant une certaine courbe ou, ce qui

revient au même, qui passe par une courbe le long de laquelle on con-

naît la direction de la normale.

Soit

r = <f[x),

ou mieux
j-, = 9(0-,)

en introduisant les variables jt, = a: -+- iJT) y\^x —
'J',

la relation

connue qui définit la direction des normales à la surface cherchée, tout

le long de la ligne donnée; supposons d'ailleurs que l'on ait exprimé

en fonction de .r, , la coordonnée Ç et l'arc a de la courbe donnée

et que l'on ait

Si l'on observe que le carré de l'élément d'une courbe quelconque

tracée siu- une surface d'étendue minimum est

ds- = ltcos"-'^^J±dx,dr„

on voit qu'il s'agira de déterminer les fonctions arbitraires / et y, qiu

entrent dans la valeur générale de Ç,

ç=/(^.) -+-/;{.).),
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par la condition que l'on ait

.X^ — Ï
4CUS

orsque

4cos^ÎL_J^/'(^,)/'^( ,-,)r/r, = [<p',(.r,'f r/x,

on, ce qui revient an même, de façon que

toujours pour

Or les deux dernières équations font connaître les dérivées /'(a:,),

j\ ( f , ); d'ailleurs, au moyen de la relation ) ,
= <p(a^, ), ces dérivées

peuvent s'exprimer la première en fonction de jt, seulement, la seconde

en fonction de ) , seulement: on peut donc par des quadratures avoir

aussi les fonctions / (a:,), y, ( ) ,) elles-mêmes, et la surface est ainsi dé-

terminée.

Observons toutefois que notre calcul introduit trois constantes arbi-

traires, ce qui ne doit pas surprendre, puisque nous avons seulement

employé les dérivées des équations

Ç = çp,(j?,), (7=: œoi.r, 1;

nous aurons donc encore, dans chaque cas particulier, à fixer les trois

constantes par la condition que la surface passe réellement par la

courbe donnée.

La solution précédente conduit surtout à des résultats simples

lorsqu'il s'agit de trouver la surface d'étendue minimum qui touche

une sphère suivant une certaine coin-be. En effet, en prenant le rayon

de la sphère pour unité, nous avons alors pour la combe donnée

Ç = ?'lang/r, r/o-^ = —:

—

[dx-^âr'^),5
t> .' '

cos-o-

Tome V ('2" isérie). — ,Iiili,et i8Go. -32
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ou bien

Ç = itane-!

—

—, d^^ — ^ dx.ch ,;

cos- '^--

1

donc les équations qui déterminent/' {x^) et/,'
( ) ,) se réduisent à

/'(•^.)-^y',(.r,)?'(-^.)=''
'"''"''

2 , -r, — r,
cos- -

f'i^>V\{i.)

2

I

4 COS' -1 il
2

doù J'en tire

2 cos' ^

i'(j.) = ?

2 cos
2

ou bien

, ^1 — y,
2 COS' ^

2 rf' (x, ) cos' —^
'-

La seconde solution rentre dans la première, car elle donne pour/(jf,
)

la valeur que la première fournit pour /, (j, ), et pour/, (/, ) la valeur

que la première fournit pour /[Jc,); nous pouvons donc nous borner

à la première solution ; ainsi en exprimant

2 COS' —

en fonction de x, au moyen delà relation j, = f{a:,), et intégrant par
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1

iap|>ort M jr, nous aurons / (
j:, ); de même, en exprimant

2 COS-

en fonction dej, et intégrant par rapport à /, , nous aurons^, (j-, ).

Faisons une application simple : supposons que la courbe tracée sur la

sphère soit la loxodromie représentée par l'équation r=: x. laquelle

équation donne

j, = — ix, et X, —iy^.

En opérant comme il a été indiqué, on trouve sans difficulté

./ (.•^. ) = ^- tang
l^i ^

J
+ const.,

/(J.^ = '-ï^tang ^'"'^-' ] -h const.,

et, par suite,

Ç = _— tang y^i^x + ij)"^ H-^-tang|^^-(a-/7)J-

Le problème général que nous venons de résoudre permet de déter-

miner une surface d'étendue minimum d'après l'une des conditions

suivantes :

i*^. Connaissant une de ses lignes géodésiques:

2**. Connaissant une de ses lignes asymptotiques;

3°. Connaissant une de ses lignes de courbure;

4". Connaissant une de ses lignes d'ombre:

5°. Connaissant une de ses lignes de perspective.

En effet, dans chacun de ces cas, on connaît la direction que doit

avoir la normale à la surface tout le long de la ligne donnée. Dans

le premier cas, les normales à la surface sont le.i normales principales

de la ligne donnée; dans le second cas, les normales à la surface

sont les bi-normales de la ligne donnée; dans le troisième cas, jes

normales à la surface sont l'un des systèmes de normales à la ligne

donnée qui forment une surface développable, etc.

Faisons quelques applications.

32..
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Cherchons, en premier lien, la surface d'étendue minimum qui

admet pour ligne asymptotique une hélice donnée. Supposons le cy-

lindre sur lequel l'hélice est tracée parallèle aux Ç; représentons sa

base par l'équation

OÙ (7 désigne l'arc de la courbe compté à partir d'une origine fixe, et x
l'angle que la tangente prolongée du côté des g négatifs fait avec Taxe

des B ; enfin appelons - — Sg l'angle que les tangentes à l'hélice font avec

l'axe de Ç; nous trouverons sans difficulté pour la surface cherchée

) „ dépendant de Og par la relation lang-6„ = e^°

Cherchons, en second lieu, la surface d'étendue minimum qui admet

pour ligne de courbure une ligne plane donnée.

Supposons la courbe donnée dans le plan des (|,"/?) et représentons-la

par l'équation

où (7 désigne l'arc de la courbe compté à partir d'une origine fixe,

et X l'angle que la normale à l'extrémité de o- fait avec l'axe <les 5, on

aura pour l'équation de la surface cherchée

'' 2cosy-„ '

»[.r + '(.)"— ,'"o)] — ?[•* — ' ,' -.'o)] '.

•>o étant une constante arbitraire.

IX. — Surfaces pour lesquelles la somme des deux r.yyoiVs de

COURBURE PRINCIPAUX EST DOUBLE DE LA NORMALE.

L'équation (?.5) donne immédiatement

(63) u -t- w 4- . ^ .
= o.

^ ' isinix
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ou

, ^ ,

.

fPz d'z . . dz
(64) - + --2/COtM •;^-Z = 0,

[jour l'équation aux différentielles partielles des surlaces cherchées.

Je pose

z^= i (jii^iui) (h ;

en substituant dans l'équation (64) et différentiant par rapport à ) ,

il vient

c'est-à-dire l'équation de la chaleur, comme dans le cas des surlaces

d'étendue minimum. On a donc

w =/(x + ir ) +,/, (jc - (r ),

/ etyi étant deux lonctions réelles ou imaginaires quelconques et par

conséquent

z= l ^/{jc -h n) +J,(.r ~ ir)\ iswnri).

où la fonction de x qui accompagne l'intégrale doit encore être dé-

terminée par la condition que l'équation (64) soit satisfaite.

Le calcul général de cette fonction de jc n'offre aucune difficulté,

il suffit de suivre la marche qui a déjà été indiquée a l'égard de 1 in-

tégrale des surfaces d'étendue minimum, et l'on trouve

I = Ccosa? -+- Cswx + / w i iin ijdj -\- 1 &j^^„ sin (a — a.') de

^ry.,0 étant la valeur que prend w pour x = a et r = o.

On reconnaît sans peine que
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de telle sorte que, w étant connu, on a Ç, par suite

t' = cos/r--;-î n' = cos/r- -r-5
•^ dx -^ ay

puis enfin u au moyen de l'équation (63). Ceci fait voir d'une seconde

manière que la surface est complètement déterminée, du moins quant

à la foriite, lorsque à la valeur de &), on joint la condition

11

t sin/j

Nous aurions beaucoup de choses à dire sur les surfaces consi-

dérées; leur analogie, an point de vue analytique, avec les sur-

faces d'étendue minimum fait pressentir en effet que l'on peut résoudre

pour ces surfaces les mêmes problèmes que pour les surfaces d'éten-

due minimum. Nous nous bornerons à indiquer une propriété assez

curieuse relative aux lignes de courbure.

En calculant, comme on l'a indiqué plus haut, les valeurs de m, i',

TV, on trouve

t'= /sin ()
I
/' (.X+ iy)+ /', (x — ij)

j,

w= - sin/r
I

/'(.r+ /)) - /', (x -ir)\--l-^\ f[x+ ir) +_/ ,
(.r - iy)

\
,

?/ = sin ?r|/'(.r + (r) -/'.(x -/))! -~^i^\f[^- + {y^-^U^'-{r)\-

Portant ces valeurs dans l'équation (aS), il vient

/'^V_ -y i
^' ^-^ "*" '»~-^'(-^ ~ '» ^ _ , _ n

pour l'équation des lignes de courbure des surfaces considérées : or

cette équation est aussi celle des lignes de courbure des surfaces

d'étendue minimum ; nous pouvons donc conclure qu'à chaque sur-

face d'étendue minimum correspond une surface ayant en chaque

point la sonune des deux rayons de courbure principaux égale au

double de la normale et dont les lignes de courbure sont respecti-

vement parallèles à celles de la surface détendue minimum. Ainsi,

au plan correspond la sphère, a la surface d'étendue mininnun du

genre hélicoïde correspond la surface dont les coordonnées ç, >;, Ç
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vérifient les équations

B, sin X — Y] cosjT = — a cos(; + ncosx,

w . nj: -\- hr , . . .

tcosJT + J7 sin jc = 1- oisinir — asin.r,
f.osiy

Ç = [ax -+- by) /tang/f.

Lorsque rt = o, cette dernière surface devient la surface de révolution

(|ui a pour méridien la courbe définie par les deux équations

I =; —-.—h /;îsin/),^ COS lY -^

<;= bjitangij.

Signalons encore une surface à lignes de courbures planes, que Ion

obtient en posant

w = — — col[x + /( r — m)] — cot[jr — i{r — m)] j-

En portant cette valeur de w dans l'expression générale de z,

z = Ccos.r + C'sin.r + i aisinij^fj -+- / c-j^.osin (a — X'r/a,
Jo " Jo

on trouve, par un calcul dont on a déjà indiqué les détails,

... . . ( COS ( ( r— m )

z = — ai sui ly + a sui un . cos x . arc tang ^

(sin( (_>
—

- m)
-h a cos lin . sui x . arc tang

sin.r

puis on a, pour déterminer les trois coordonnées '£,, r,, Ç d'un |)oinf

quelconque de la surface, les équations

§ + Çsin iin . tang/a = — a aisin iin,

Yj — ^ cos im . tang |3 = a ^ cos iin,

., l iiinim cos im\ ... ,

C 1 TT = M sm lin . cos lu -h a cos irn . cos a.
\ cos ( a COS p /

'
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X. — Surfaces applicables sur la sphère.

Les surfaces applicables sur la sphère ou plus généralement celles

dont les rayons de courbure principaux ont un produit constant sont

caractérisées par la condition

(65) "H' - i ""'
cos- IJ

a étant une constante réelle ou imaginaire.

En tirant de l'équation précédente la valeur de u et différentiant

par rapport à j% il vient, à cause des relations (8),

(66) c,-r - -ipqs + [p- -^^t + iXM^S,[y.q[p'' + q' -^ ^\=o,

où Ion a fait, pour abréger,

dI~P' 'd^-~^l' 7i^~'' 717^"^' 'df~

I/intégration de l'équation (66) me paraît offrir de grandes difficultés:

les nombreuses tentatives que j'ai faites à cet égard ont toujours été

infructueuses; je n'ai pu jusqu'ici qu'opérer une certaine réduction,

qui constitue toutefois, selon les idées généralement admises, un pre-

mier pas vers l'intégration définitive.

On sait que les équations aux différentielles partielles du second

ordre dans lesquelles il n'entre que la dérivée ordinairement repré-

sentée oar j, forment le type le plus simple, et que c'est d'abord à des

équations de cette forme que l'on cherche à ramener les équations plus

générales dont on se propose l'intégration. Ampère, dans le grand

Mémoire qui fait partie du XVIIP cahier du Journal de VÉcole Poly-

technique, conseille toujours la réduction dont nous venons de parler,

et indique le moyen de l'effectuer toutes les fois que les équations aux

différentielles ordinaires de la caractéristique de Monge conduisent à

iWxw combinaisons intégrabies. L'équation (66) ne rentre pas dans le

cas traité par Ampère, les équations de la caractéristique n'admettent en

effet aucune combinaison intégrale; cependant il est possible d'en

l'aire disparaître les termes en r et t. La méthode que j'emploie poiu-

opérer cette réduction s'étend à un grand nombre d'autres équations;
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je pense faire une chose utile en en présentant ici une première appli-

cation.

Considérons, à l'exemple d'Ampère, x et par suite z, p et q, comme
fonctions de y et d'une nouvelle variable a ; désignons par les sym-

boles ^5 ^ les dérivées relatives à ces nouvelles variables r et a, nous

aurons

flz = p(~d} -+- ~ (la) -\-q(ir = 'r^ dy -h ~ du,

dpz= r (~ dj-h''-^ da] •+- sdy = ~ dy -+- 'r^ da,

dq = s (~ dy + '-^ da) -+- tdr = ^ dy + '-^ da,

égalités qui ont lieu pour toutes les valeurs de d)r et de da, et qui,

par conséquent, entraînent les suivantes :

\ c'y 1.1 _^ tl a i) a

De la troisième et de la cinquième on tire

ix 0/ JjK

ïy

en portant ces valeurs de r et de < dans l'équation (66), il vient

—
^^

^P^'+[P -^[ry-'-y)
3jr

+ i tangjj.ç (p* + 7^ +^) = 0;

or a étant entièrement arbitraire, on peut assujettir cette variable à la

Tome V {-i' série). — Juillet 1860
^'^
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condition que le coefficient de s soit égal à zéro; nous obtenons alors

ou mieux

>Z+1=o^
cos' if I ^/

P T~ ]t- — 'I\P^ r- ^ + ftang(r.7 p^+ o^H — = o,

en réduisant le premier membre de la première équation à l'un des

facteurs dans lesquels il se décompose; et si nous joignons à ces deux

équations celles-ci :

^^''
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et multiplions par w^ (p ~\\ il viendr
, ,

ira
COS'/J

V cos=(>/ i'r
" ''' \P cos'iyj'iyy cos'(

d'où, en intégrant,

'y

2(7 "ojfo -— hawc— =o,

"M/^-cli?^)r^+"^=C,

C étant une constante par rapport à j, c'est-à-dire une fonction arbi-

traire de a. que l'on peut toujours supposer égale à i , en remplaçant w

par «y/C ce qui n'altère pas la valeur de p. On a donc les deux équa-
tions

a
P-—-=-^tango . -,
P cos' iy

2U f_\^-2-J_,.2
cas- IX J

' '

qui font connaître des valeurs de p et de 7 satisfaisant à l'équation (68)
quelle que soit la fonction w.

Considérons maintenant l'équation

si nous substituons k p et q leurs valeurs en fonction de w, il

vient

du

d'où, en intégrant,

I ^X arcsintd /"arcsiiiurf/

»/ (langfjr y/i _ o>' 'tang;/ J sin^iy

33.
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ou

en posant

... . :)6 û
jr = — ismi} .cosiy--—f- o,

. 2. D9
arcsin w = siik!) •-

—

Il ne reste plus qu'à vérifier l'équation

qui, en se rappelant la valeur de — > donne

a \iq i.K^fJ

cos' iy ) lia Sa?)'

\' cos- f ) /
' co&'iy

)U1S

c'est-à-dire

3 a a J/' 2aisin(j 2«(sin/r

' cos' iy iy cos' if cos'^/
r + = 9

^x a a

il a ' cos'ix ' cos' iy

yx

——^ -t-
-^^-^ ~ —-^-{- Hane/r.

3 X a w » -^

Ja
'^

COS'fJ'

Or, en intégrant, par rapport à j, ou trouve

3x

Fa U'
= c

cos- ly j cosiy

C étant une fonction arbitraire de a, d'où, en introduisant la fonc-

tion ô,

36 ... . .VO
r l S\V\ ly .CO% lY -—7

—

J a ''
•' J a J

. . i
cosi sin'/r-r— h—l sur /r*^— + /tat)e/r.sni sui'o •— >

2(3(
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ou plus simplement

... , 39 cV9 „ ,—

;

/39\ a'9
, y, . /?9\

6q r y ,.
—— =r^,JYr — i cos h;— • r-^ 4- -7^= sui h—

en posant

Toute la question est évidemment ramenée à intégrer cette dernière

équation, car si on avait $ en fonction de a, et de /,, et par consé-

quent en fonction de a et de >, on connaîtrait par cela même en fonc-

tions des mêmes variables, .r, puis p et q, puis z au moyen de la

relation

qui satisfait à la condition d'intégrabilité, à cause de l'équation

ij' 3 a c'a 1)j 3 a
'

et en éliminant a de la valeur de z au moyen de la relation qui donne u-,

on aurait l'intégrale cherchée en z, x et 7".

I/éqnation (69) ne contient pas la dérivée seconde ^^5 mais elle ren-

^' 9
ferme ^—r-, nous avons donc encore à faire disparaître cette dernière

dérivée. Pour ne pas trop multiplier les notations, nous changerons Ô

c^9 dz ;>9 dz y 9 d'z
enz, a, en ar, ; , en r, -r— en — = n, -— en — = a,-—r— en 7—p = a,-

r-^ en -—= t, ce qui donnera

(69 ^/j) p — rs = J* V;'* — I cosq.t + -^
sino.

vr'— I

Considérons y et par suite z, p et q comme fonctions de r et d'une

nouvelle variable a; désignons d'ailleurs par les symboles 5j-^» ^ les dé-

rivées relatives à ces nouvelles variables x et a, nous aurons comme
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plus haut les égalités

(70) {
r+s^=^, s'Ji^'^:

S-]-t—- T—

1

t —- ^— •

ex dx a Oa

De la cinquième, on tire

en portant cette valeur de t dans l'équation (69 his), il vient

• 'A^s

lix

Mais a étant tout à fait arbitraire, ou peut assujettir cette variable à

la condition que le coefficient de s soit nul, nous obtenons alors

'V ,—,—
3-=7V7--'cos(/,

et si nous joignons à ces deux équations celles-ci

Vx = P-^'irx'

i>a ^x i a Da l>x
'

qui sont comprises dans le groupe (70), nous avons quatre équations

pour définir complètement les fonctions z, j, /;, 17 de x et de a.

Eliminons /> et ^ entre la première, la seconde et la quatrième équa-
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Dr

r^r^ + . cosq-~— sino-r— -r = o,

d'où, en multipliant par -^ •' -^ et en rétablissant a la place de cosy

sa valeur

3j

on bien

Dj \ 2

^:[(/--')(:^)']-:y^^'j=-

et en intégrant par rapport à .r

C étant une fonction arbitraire de a.

Pour simplifier ce résultat, je pose les deux égalités

\fC da = da,

,

^ = dj ,,

lont la seconde donne

arcsecjr^Ji, cos^ = -—

et j'obtiens

ou bien, en employant les notations ordinaires,

5 tangz =
\J

i — p'
\l

\ — q^
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Telle esl, en définitive, l'équation qu'il faudrait intégrer pour avoir

l'équation en ternies finis des surfaces dont le produit des rayons de

courbure pincipaux est constant.

Nous n'avons eu en vue dans ce qui précède que l'intégration

générale de l'équation (66); si nous avions voulu obtenir des inté-

grales particulières, il nous aurait été bien facile de retrouver tout ce

que l'on connaît à ce sujet. Ainsi cherchons les surfaces hélicoides qui

satisfont à l'équation (65), on a (§ XII, i"^^ Partie)

par suite

don

M = \, i' =: /?2 COS / ) , IV ^ ,

YY'
: m} cos^ ir =

I tangy ^ cos'y

= ^C — m^ cos'- iy —
COS'' //

Y étant déterminé, on connaît par cela même u, v, w, par suite z et enfin

les coordonnées rectangulaires ^, yj, Ç d'un point quelconque de la sur-

face, en suivant la marche indiquée au § III de la première Partie. On
retrouve ainsi d'une manière simple une classe de surfaces applicables

sur la sphère que M. Minding a donnée dans le tome XIX du Journal

de Crelle.

Cherchons encore les surfaces imaginaires que M. J.-A. Serret a

fait connaître dans le tome XIII de ce journal. On a pour ces sur-

faces

îv= /( V —
I

et par suite

U=z — l\V
os;//

en portant ces valeurs de m et de w dans les deux relations

du dv_^_ + ,tang,j.w,

dw dv— = - + iX^u^ij.s>,
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on trouve pour résultat unique

d'où l'on tire

ce qui donne

, dv dv

f = cosi>-/(x + />),

w= i^cosijf{x + ,y ) - ^J ,

" = - '[cos(ry(x + 0) +^] :

u, V, w étant connus la surface est déterminée.

Signalons la valeur de t qui, étant en général l'intégrale de

•'
I w— djc-\ —àr.

cosijr cosy

devient ici

Ç=F(x4-(r)+atang/;-,

la fonction F représentant l'intégrale de la fonction^!

Toutes les propriétés que M. Serret a reconnues aux surfaces consi-

dérées deviennent pour ainsi dire évidentes au moyen de nos formules.

Ainsi les valeurs de m, v, u- donnent immédiatement

(m — wY -h- [\V^^ o,

ce qui prouve que les surfaces ont leurs rayons de courbure princi-

paux égaux entre eux. De même l'équation générale des lignée

asymptotiques

dx

étant vériBée, dans le cas actuel, par ^- := i, on voit que les surfaces

ont pour transformées sphériques des lignes asymptotiques de l'un des

systèmes les grands cercles imaginaires

j- = /x + const.

Tomo V ^2' série). - Juillet 1860. •'4
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et sont par conséquent des surfaces réglées. Nous pourrions encore

ajouter quelques autres propriétés relatives aux lignes de courbiu'e,

aux lignes isométriques, aux lignes géodésiques. Mais nous nous en

tiendrons à ce qui précède.

XI. — Surfaces dont la courbure moyenne est constante.

Les surfaces pour lesquelles la somme des inverses des rayons de

courbure principaux est la même en chaque point et qui sont définies

par l'équation

[u -h îr = UW — V
cosy '

se ramènent immédiatement à celles qui ont été étudiées dans le para-

graphe précédent. En effet, si on change r en z + acosij, v ne change

pas, Il et i\' augmentent l'un et l'autre de—-, donc l'équation précé-

dente devient

qui est bien celle des surfaces pour lesquelles le produit des rayons

de courbure principaux est constant. Ce rapprochement entre les

surfaces applicables sur la sphère et celles dont la courbure moyenne
est constante, qu'il est d'ailleurs facile d'expliquer par des considéra-

tions géométi'iques, comme je l'ai fait voir, il y a plusieurs années,

dans les Nouvelles Jnnales, t. XII, montre que les surfaces étudiées

par M. Ernest Lamarle, dans le numéro d'octobre i SSg du Journal de

Mathéinaliqiies . se ramènent immédiatement à celles que M. Minding

a fait connaître depuis longtemps dans le Journal de Crelle.
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ADDITION

A LA NOTE AU SUJET D'UN THÉORÈME DE M. RRONECK.ER

INSÉRÉE AU CAHIER D'AVRIL ['].

Par m. J LIOUVILLE.

Je veux ajouter ici une règle nouvelle aux deux règles que nous

avons proposées M. Kronecker et moi pour la détermination du signe ±:

dans la congruence

i.a.3... ^± I (mod. «),

n étant un nombre premier de la forme 8A: + 3.

M. Kronecker retranche de n tous les carrés pairs de grandeur

moindre 4> 16, 36, 64,. -7 (^w)*, puis il cherche le nombre v de ceux

des restes ainsi obtenus qui peuvent se mettre sous la forme

p étant un nombre premier qui ne divise pas r. Or on a

V = v' + v",

v' se rapportant aux carrés des nombres impairement pairs et v" aux

carrés des nombres pairement pairs ; et ce n'est que de v", ou plutôt

de v" + k que la réponse à faire dépend dans la règle nouvelle que

j'annonce, à savoir, il faut prendre le signe supérieur quand v'-f- k

est pair, et le signe inférieur quand v"H- k est impair. En remplaçant

ainsi v par v" + A, j'abrège évidemment le calcul de moitié, les

carrés à retrancher de n n'étant plus que 16, 64, etc.

[*] Corrigeons en passant une faute d'impression. Page 128, ligne 8, au lieu de ;,

lisez (•'.

34.,
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Pour donner un exemple de l'application des trois règles, je profite

d'une table dressée par Jacobi [Journal de Crelle, t. IX, p. 189). Je

vois par cette table que pour 7i^^^3, ou doit prendre le signe infé-

rieur.

Or par la règle de M. Rronecker, il faut retrancher de 43 les carrés

pairs 4? '6, 36, d'où les trois restes Sg, 27, 7, dont le dernier seul

peut se mettre sous la forme p*''^' r^ ; on a ainsi v = i, d'où le signe

inférieur, ce qui exact.

Avec ma nouvelle règle, on ne retranche que 16, on trouve v"= o,

v"-H A = 5 : la conclusion est donc la même.

Enfin, pour appliquer mon ancienne règle, on retranchera de 43 les

carrés impairs de grandeur moindre i
, 9, a5 ; les restes sont /\i, 34, 1 8 :

le second seul est de la forme a^^""*"' i-, le troisième donne la décom-

position 5^ -\- i.y de 43, et l'on en conclut 7^0, comme déjà -: = 1

.

Donc 0- + T est impair : même conclusion que plus haut sur le signe.

Je dois avertir que ce dernier procédé, fondé sur l'emploi des car-

rés impairs, pourrait aussi être simplifié : nous trouverons une occa-

sion de revenir sur ce point.

En admettant que la règle donnée par M. Rronecker soit exacte (ce

dont je ne doute nullement, quoique je n'en aie pas de démonstra-

tion) et en la rapprochant de ma nouvelle règle, on en conclura la con-

gruence

v'^A" (mod. 1).

Donc si k est impair, v' le sera. De là ce théorème :

« Tout nombre premier n de la forme 16g + 1 1 peut être mis un

» nombre impair de fois sous la forme

n — /[ir -h /j''*"' /'^,

» p étant un nombre premier {8 h -+- 7) et r, u des entiers impairs non

» divisibles par p. » Exemple : i i = 4 • i^ + 7 • i*-
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^VVV\A^VVVV> VVXVV*V\XlV»V\*VV»VX-<i\^A VV»VWVV»VV»AA»VV\'VVV\iV*'VV%*A^%V*VW'VV\VV*VV»XVtV\A\.V> VVXVV^'VXÏVV^

SUR LA FORME

Par m. J. LIOUVILLE.

Soit 1'^ m un nonii)re entier donné pair ou impair, m étant impair et

l'exposant a pouvant se réduire à zéro. On demande le nombre N des

représentations de 1'^ m par la forme

X- +j- + 1 (z- + i*),

c'est-à-dire le nombre N des solutions de l'équation indéterminée

l' m = x^ -+- y- + 2 (z^ + «^),

X, y, z, t étant des entiers indifféremment positifs, nuls ou négatifs.

Cette question n'offre aujourd'hui aucune difficulté. Il suffit de se

rappeler les beaux théorèmes de Jacobi concernant la représentation

des nombres par une somme de quatre carrés, et d'avoir égard à cette

proposition bien connue, que le nombre des représentations par une

somme de deux carrés est le même pour un entier donné quelconque

n et pour son double ^n. Ainsi tout nombre pair peut être mis le

même nombre de fois sous l'une et sous l'autre des deux formes

M* -f- f^ ^.[z^ + t-).

vLa somme des diviseurs de m devant jouer un grand rôle dans ce

qui snit, nous désignerons, pour abréger, cette somme par Ç, (m). Le

nombre des solutions de l'équation

m = X- + j^ + u" + v^,

où m est impair, s'exprimera dès lors (en vertu d'un théorèiiie de Ja-
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cobi) par 8Ç, {m). Or il peut arriver que x^ -h j'^ fasse une somme
paire, et par conséquent lâ -4- v'^ une somme impaire; ou bien, inver-

sement, u^ + t'^ sera un nombre pair, x^ + J" un nombre impair.

Ces deux cas se présentent évidemment le même nombre de fois, puis-

que l'on passe de l'un à l'autre en permutant les deux sommes. Si

donc on exige que u- -{- f' fasse un nombre pair, le nombre 8Ç, [m)

des solutions sera réduit à moitié. Mais alors on pourra écrire sans

inconvénient 2 (z^ + ^^) au lieu de ^^* 4- f' et vice versa. Le nombre

des solutions de l'équation

m = x^ + j^ + 2 (z" + t^),

où rn est un entier impair donné, s'exprime donc par 4Çi ("*)•

Occupons-nous à présent de l'équation

2?ra = x^ + j* 4- 2 (r.^ + t'^).

Il est clair que la somme x^ + J'° ne pourra être ici qu'un nombre

pair, en sorte que le nombre des solutions ne changera pas si l'on écrit

2(j:'"+ j-'^) au lieu de jc'^ + j^, ce qui revient à remplacer l'équa-

tion ci-dessus par celle-ci :

m = a:"' + j'^* 4- z^ -h t-.

Or le nombre des solutions de cette dernière équation est 8Ç, {m). Le

nombre des solutions de l'équation

2 m = X- 4-
J"* + 2 ( z^ 4- ^*

)

es! donc aussi 8Ç, (/n).

Restent les nombres pairement pairs exprimés par 7" m en prenant

a > I . Mais en répétant ce que nous venons de dire pour le cas d'un

nombre simplement pair, on reconnaîtra que le nombre des solutions

de l'équation

a" m = x^ 4- j'' 4- 2(z* 4- t")

ne peut pas différer du nombre des solutions de l'équation

a"~'m= a:'»4-j"4-z»4-«=';
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et ce dcM'nier nombre, Jacobi l'a trouvé égal à 2l\'Ç, (m), 2'^^' m ét;tiil

ici un nombre pair. La question proposée est donc complètement ré-

solue.

En résumé, le nombre N des solutions tant propres qu'impropres

de l'équation

1" m = jT^ + 7= -+- 2 (z' + e
)

est fourni par les formules respectives

N = 4Ç,(»i), N = 8Ç,(;m), N = 2/iÇ, (/h),

suivant cpie l'on a

a =: o, a = I ou a ^ 2.

Le nombre M des solutions propres, c'est-à-dire des solutions ou

aucun diviseur plus grand que l'unité n'ajipartient à la fois aux quatre

entiers x, j, z, t, s'en déduit sans peine. Il y a pour cela une mé-

thode générale; mais je me contenterai d'écrire les résultats qu'on ob-

tient.

D'abord on a M =: o, quand l'exposant a est égal ou supérieur * 4-

Alors, en effet, les quatre entiers x, j, z, t ont nécessairement le fac-

teur commun 1. Les seules valeurs à considérer sont donc

a = o, a=;i, a = 2, a = 3.

Pour a = o et pour a = i, c'est-à-dire pour les nombres impairs

ou simplement pairs, m ou im, on déduit M de N en remplaçant

'Çtim) par la fonction d'Eisenstein que je désigne par Z, (m) et qu'on

tire du nombre i7i décomposé eu facteurs premiers,

en écrivant

Z, [m] = {a" + «"-') (// + //-)...{€"' + c"- ');

les coefficients numériques restent les mêmes. Mais outre ce change-
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ment de Ç, {m) en Z, {m), il faut, pour a = 2 et a = 3, prendre ces

coefficients numériques nouveaux 20 et 16.

En d'autres termes le nombre M des solutions propres de l'équation

2";w = x= + j^+ 2(z*-l-<^)

est fourni par les formules respectives

M = 4Z, (m), M = 8Z, (to), M=2oZ, (m), M = i6Z,(ni),

M = o,

suivant que l'on a

a=o, a = i, a=;2, a=3 ou a^4-
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NOTE
SUR

LE PROBLÈME DE L'AIGUILLE ET LE JEU DU JOINT COUVERT;

Par m. E. BARBIER,
Élève de l'École Normale.

§ I. — Généralisation du problème de l aiguille. — Disques de

différentes formes.

1 . Le problème devenu classique sous le nom de Problème de

l'Aiguille, a été indiqué pour la première fois par Laplace.

Voici comment il est exposé dans la Théorie analytique des Proba-

bilités : « On pourrait faire usage du calcul des probabilités, pour

» rectifier les courbes ou carrer leurs surfaces. Sans doute les géomè-

» très n'emploieront pas ce moyen; mais comme il me donne lieu de

.. parler d'un genre particulier de combinaisons du hasard, je vais

» l'exposer en peu de mots. Imaginons un pian divisé par des lignes

» parallèles, équidistautes de la quantité a; concevons de plus un cy-

.. lindre très-étroit dont ir soit la longueur, supposée égale ou

» moindre que a. On demande la probabilité qu'en le projetant, il

» rencontrera une des divisions du plan. «

Un calcul assez simple conduit Laplace au résultat suivant :

« Si l'on projette un grand nombre de fois ce cylindre, le rapport

» du nombre de fois où le cylindre rencontrera l'une des divisions du

» plan, au nombre total des projections, sera par le n" 16, à très-peu

» près, la valeur de — 7 ce qui fera connaître la valeur de la circonfé-

» renée 271. »

Au n" 16, Laplace explique le théorème qui fut si longtemps l'objet

des méditations de Jacques Bernoulli, et qui est un des principes gé-

néraux du calcul des probabilités.

« A mesure que les événements se multiplient, leurs probabilités

Tome V (2' série). — Août i8Go. ^"^
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» respectives se développent de plus en plus : leurs résultats moyens

» et les bénéfices ou les pertes qui en dépendent, convergent vers des

>) limites dont ils approchent avec des probabilités toujours croissantes.

)' La détermination de ces accroissements et de ces limites est une des

» parties les plus intéressantes et les plus délicates de l'analyse des

» hasards. »

2. On peut, dans la question imaginée par Laplace, supposer qu'on

projette des disqueselliptiques, polygonaux réguliers ou de forme quel-

conque, au lieu du cylindre très-étroit.

M. Lamé a traité cette année, dans son cours de la Faculté des

Sciences, le cas d'une pièce ronde, celui d'un disque elliptique et enfin

celui de jetons polygonaux réguliers, dans la supposition que le dia-

mètre de la pièce, le grand axe de l'ellipse et le diamètre du cercle

circonscrit à la base du jeton sont plus petits que la largeur des bandes

du plan sur lequel on les jette au hasard.

Les théorèmes élégants auxquels est arrivé M. Lamé sont remar-

quables en ce qu'ils se résument dans le seul énoncé suivant :

La probabilité de la rencontre d'un disque elliptique ou dun jeton

polygonal régulier, <loiit le contour a une longueur /, avec une des

lignes de division d'un plan distantes d'une quantité a, est -—

Le cas d'un cylindre très-étroit peut être considéré comme le cas

limite d'un disque elliptique qui s'allonge de plus en plus [*].

[/expression — étant indépendante de la forme des ellipses et du

nombre des côtés du polygone régulier qui servent de base aux dis-

ques ou aux jetons, ce fait m'a conduit à penser que les théorèmes

considérés par M. Lamé pouvaient n'élre que des théorèmes particu-

liers compris dans un seid théorème général qui résout la question

suivante :

Snit un disijue coin'e.xc de jovmc. (juelconque (jui ne puisse, dans

[*] On trouvi! dans le Calcul intrgrnl de ToHluinlcr publie en l8.')5 le ))roblèmc

lu ilisqnt; illi|)li(|iu'. I.e restiilat — esl in(lic|iic piii l'aulciu' anglais.
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aucune de ses positions sur le plan, rencontrera la fois plusieurs lignes

(le division. Quelle sera la probabilité de la rencontre?

On peut prouver qu'elle est — y l étant la longueur du contour du

disque^ en s'appuyant sur diverses considérations. Celle de l'espérance

mathématique m'a été obligeamment indiquée par M. Bertrand. Je la

préférerai ici, parce qu'elleest plus habituelle dans l'analyse deshasards.

3. Afin de rendre la démonstration plus nette, nous considérerons

d'abord un jeton dont la base est un polygone convexe formé par m
cotés égaux de longueur c. Il est évident que tous les côtés du disque

ont la même chance de rencontre; par conséquent, si le premier côté

appartient à un premier joueur, le second côté à un second

joueur, etc., et si un côté, coupé par une ligne du plan, amène un

gain fixe au joueur qui le possède, tous les joueurs ont la même espé-

rance mathématique E avant chaque coup.

L'espérance mathématique d'une personne A qui aurait acheté toutes

ces espérances en nombre /«, serait égale à ?«E,

Un individu Bqui aurait acheté l'espérance mathématique que donne

une ligne convexe composée de « côtés c, posséderait une espérance

mathématique nE.

L espérance mathématique que tlonne un contour formé de côtés c

est donc proportionnelle au nombre de ces côtés.

Il résulte de là que l'espérance mathématique ne changerait pas, si

l'on déformait le polygone en conservant les mêmes côtés.

.fe dis de plus que si le disque est convexe la probabilité de la ren-

contre est dans le même cas, en supposant toujours que le disque ne

puisse rencontrer plusieurs parallèles à la fois.

En effet, de deux choses l'une, ou on ne gagnera rien, ou on gagnera

deux fois la prime, puisqu'une ligne convexe est rencontrée nécessai-

rement en deux points par une droite qui la rencontre.

Or on sait que l'espérance mathématique s'obtient enfaisantlasomme

desproduitsdelaprime par la probabilitéd'un événement heureux, du

double de la prime par la probabilité de deux événements heureux, du

triple de la prime parla probabilité de trois événements heureux, etc.

Comme le second terme de cette somme existe seul dans le cas parti-

35..
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culier qui nous occupe, la probabilité de la rencontre est comme l'es-

pérance mathématique proportionnelle au nombre des côtés c.

Par suite le théorème de M. Lamé sur les contours polygonaux ré-

guliers s'étend à tous les polygones à côtés égaux.

Une induction ordinaire en mathématiques nous permet d'étendre

A une ligne quelconque ce théorème démontré dans le cas de poly-

gones à côtés égaux aussi petits que l'on veut.

4. Nous venons de voir qu'un disque convexe, ne pouvant rencon-

trer à la fois plusieurs lignes du plan sur lequel on le jette, la probabi-

lité de sa rencontre avec les lignes du plan est donnée par l'expres-

l

sion —
7T a

Je vais ramener à ce cas celui d'un disque non convexe. Pour cela

nous imaginerons un fd qui le serre et donne la longueur l de la ligne

la plus courte qui l'entoure, et en étendant le disque, nous comblerons

les vides compris entre le disque primitif et le fil; la probabilité de la

rencontre du disque convexe ainsi obtenu ne sera évidemment ni plus

grande ni plus petite que celle du disque proposé.

3. Pour avoir considéré tous les cas possibles, il nous reste à suppo-

ser un disque qui puisse rencontrer à la fois plusieurs lignes du plan

sur lequel on joue au joint couvert.

Nous pouvons, d'après le numéro précédent, nous borner à examiner

le cas d'un disque convexe; c'est ce que nous ferons.

Nous pourrons calculer la chance de la rencontre au moyen de l'in-

I
/'^ A A

tégrale — I —dp, dans laquelle il faut supposer que — désigne la

projection du contour du disque, sur une droite faisant l'angle p avec

luie droite fixe, seulement toutes les valeurs de A supérieures à a doi-

vent être comptées comme égales à a. Le calcul se ferait par l'appli-

cation de la méthode de Lejeiuie-Dirichlel.

Canchy a fait remarquer que l'intégrale-^ I A^//; dans la(juelle A
4 J— Tt

désigne la sonune ni illniictique des projections d'une ligne sur tmedi-

rection qui lait I nngle/; avec une direction lixe, donne la longuein- de

la courbe.
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Cette intégrale représente aussi le produit par- tir la moyenne des

valeurs de A. Or il est facile de voir que cette moyenne est propor-

A
tionnelle à la probabilité de la rencontre, toutes les fois que — ne dé-

passe jamais a; donc les théorèmes de M. Lamé et le théorème général

que j'ai donné se déduisent très-simplement de cette proposition de

Cauchy.

Cette proposition a été d'abord insérée en iSSa dans un cahier litho-

graphie, puis imprimée dans les Comptes rendus de i84i; Cauchy,

dans un autre volume des Comptes rendus, en a démontré d'autres non

moins simples, et il en a tiré plusieurs conséquences auxquelles j'étais

moi-même arrivé au moyen des probabilités. Cette identité de résultats

me conduisit au rapprochement qu'on vient de lire entre le théorème

du n° 2 et ime proposition de Cauchy.

(>. Avant de passer à une nouvelle généraUsation du problème de

l'aiguille, je crois devoir dire quelques mots de la marche qu'on pour-

rait suivre pour présenter de la manière la plus élémentaire la solution

Au problème du disque dans tous les cas.

Il suffit de traiter d'abord le cas si simple de la pièce ronde, puis

de faire les remarques qui permettent de déformer un contour, et l'on

aura, sans même avoii- une seule intégration à effectuer, la solution

dans le cas de disques qui ne peuvent rencontrer qu'ime seule ligne

du plan sur lequel on les jette.

La solution complète du pioblème du jeu du joint couvert est plus

élémentaire que la solution du problème de l'aiguille, puisque nous

n'avons besoin à la rigueur que du cas le plus simple de tous, celui de

la pièce ronde et de raisonnements d'une extrême facilité, même pour

les personnes les plus étrangères aux mathématiques.

S IL — Généralisation du problème de Vaiguille. — Divisions

quelconques du plan. — Problèmes analogues an problème de

l'aiguille.

1. Dans le paragraphe précédent nous avons toujours supposé qu'uu

disque était jeté siu' imi panpiet, formé de bandes égales indéfinies;,
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on pourrait se proposer le cas où le disque serait remplacé par un

fil flexible de longueur Z; le seul théorème simple auquel on puisse

arriver sans aucune hypothèse sur la manière de jeter le fil est

celui-ci :

Le nombre des intersections quon peut mathématiquement espérer

entre le fil et les joints du parquet est — , ce qui veut dire que d'après le

théorème de Jacques Bernoulli la moyenne du nombre d'intersections a

pour limite — quand le nombre des coups augmente indéfiniment, ou en-

core, la moyenne oscille indéfiniment autour de cette quantité -—

Ce résultat moyen — s'obtient par des raisonnements que je n'ai pas

besoin de reproduire, ils ont été donnés au n" 3 du § I.

Je vais supposer que sur le plan où le fil est jeté, on considère non

plus des lignes droites, mais un fil réparti sur la surface, de manière

que chaque mètre carré en contienne L mètres, ce fil affectant une

forme quelconque d'ailleurs et variable avant chaque coup.

Pour faire voir que la forme du fil, compris dans chaque mètre

carré, n'influe pas sur la limite de la moyenne du nombre d'intersec-

tions d'un fil de longueur / qu'on jette sur le plan, nousirons du simple

au composé comme nous l'avons fait au n° 3 du § I.

Nous supposerons d'abord qu'on jette une aiguille sur le plan, et

qu'un dessin que nous tracerons dans un mètre carré pris sur le plan se

répète fidèlement dans tous les mètres carrés juxtaposés pour former

un plan indéfini.

1°. Mettons dans un mètre carré une ligne droite de longueur <y, sup-

posons la limite delà moyenne du nombre d'intersections de l'aiguille

avec ces lignes d égale à m.

Changeons de place la ligne d, toutes les autres sont supposées se

déplacer en même temps, la moyenne m. reste constante.

i'\ Considérons n droites égales a «Ydaus un mètre carré, la moyenne

sera évidemment mn, si on compte les intersections de l'aiguille qu on

jette avec toutes ces droites, etc. ; bref, des raisonnements simples

comme ceux du n° 3 du § I nous permettent d'énoncer le théorème

suivant :
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2. Théorème I. — Un plan contient par mette carré un Jllflexible

de longueur L mètres, affectant unejorme variable,on jjette au hasard

unfilflexible de longueur l mètres^ la moyenne du nombre des points

iFintersection oscille indéfiniment , quel que soit le nombre des éoreuves,

autour de

Nous dirons toujours, dans ce qui va suivre, moyenne au lieu de

limite de moyenne, ou de nombre autour duquel la moyenne oscille

indéfiniment. Avant de donner quelques énoncés de théorèmes de

moyennes, il est utile de fixer le sens de deux expressions.

1°. Une direction quelconque dans un plan est celle du rayon d'un

cercle situé dans ce plan, qui prend indifféremment toutes les orienta-

tions possibles.

2". Une direction quelconque dans l'espace est celle du rayon mené
à un point de la surface d'une sphère, qui prend indifféremment toutes

les positions possibles sur cette surface [*].

La moyenne des projections d'une ligne plane / sur \\\w direction

quelconque du plan est — , comme pour le cercle.

[*] Une aiguille H horizontale, mobile autour d'un axe vertical qui la traverse en son

centre de gravité, lancée de manière à faire un assez grand nombre de tours, s'arrête

dans une direction, justement réputée quelconque dans le plan horizontal.

Il est bien entendu que l'aiguille n'est pas magnétique.

Au moyen de conventions faciles à imaginer, la même aiguille H nous déterminera

un méridien quelconque d'une surface de révolution, un point (/uelconque d'un cercle

ou d'une ligne de longueur donnée.

Un point d'une sphère, situé en un point quelconque d'un méridien quelconque, peut

occuper toutes les positions possibles sur la sphère ; mais il n'y est pas quelconque, il se

portera de préférence vers les pôles.

Mais un point d'un méridien quelconque projeté en un point quelconijue de la ligne

des pôles d'une sphère peut être censé quelconque sur la sphère. L'aiguille H peut donc

servir à déterminer un point quelconque d'une sphère par suite une direction quelconque

dans l'espace.

Remarque. L'équivalence des zones de même hauteur dans la sphère lait voir qu'une

surface plane prenant indifféremment toutes les directions possibles, se projette sur im

plan fixe de manière que sa projection ait indifféremment toutes ses valeurs possibles.
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Il s'agit de la somme arithmétique des projections, la même remarque

s'applique aux théorèmes suivants.

La moyenne des projections d'une surface, sur un plan dont l'axe a

une direction quelconque, est - comme pour la sphère.

La moyenne des projections d'une ligne / sur une direction quel-

conque est - •

La moyenne des projections d'une ligne / sur un plan dont l'axe est

une direction quelconque, est -^ •

5. Théorème II. — Supposons un espace indéfini, divisé par la

pensée en cubes de i mètre de côté, et chacun de ces mètres cubes con-

tenant s mètres carrés d'une étojje {qui peut nêtre pas dé^'cloppable

sur un plan); un Jil de longueur l, passé au hasard dans cet espace.

Si
traverse mojennement V étojje en — points.

Ce théorème donne à peu près la moyenne du nombre de feuilles

traversées par une flèche très-fine qui parcourt une distance connue à

travers un feuillage.

Théorème III. — Chaque mètre cube d un espace indéfini est tra-

versé par unfd de L mètres de longueur ; une étoffe de s mètres carrés

est traversée mojennement en — points par le fd.

Ce théorème résout à peu près cette question : Un bassin renferme

un acide qui peut altérer une étoffe; le liquide distille par un certain

nombre de trous. Combien de points d'une surface connue de cette

étoffe ont été altérés par des gouttes d'acide?

Théorème IV. — Supposons enfin que chaque mètre cube de Vespace

renjerme S mètres carrés de surfaces, la longueur moyenne de la courbe

d'intersection de ces surfaces^ par une surjace de s mètres carrés,

est •

3

Nous allons faire une remarque générale sur tous les résultais moyens

d'un nombre infini de résultats égaleuuiit possibles. Soit A le résultat
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moyen, B le résultat obtenu à nn coup donné: deux joueurs peuvent con-

venir que lorsque B est plus grand que A, le premier joueur gagne une

somme proportionnelle à la différence; quand A est au contraire plus

grand que B, le second joueur gagne une quantité proportionnelle à

la différence. Ces deux joueurs joueraient un jeu équitable. La fortune

de ces deux joueurs étant extrêmement grande, il est .très-probable

que toutes les péripéties du jeu se borneront à des oscillations de for-

tune. On pourrait dans un cours de probabilités faire cette remarque à

la suite du théorème de Bernoulli, en ajoutant immédiatement que par

suite des alternatives inévitables de gain et de perte, une très-grande

fortune englobera très-probablement une fortune médiocre, ce qui con-

duit aux remarques connues sur les risques des joueurs de profession.

Dans le paragraphe suivant, je rassemblerai des remarques de di-

verses natures sur les théorèmes de moyennes énoncés précédemment.

§ IIL — Remarques diverses sur les théorèmes précédents.

1. Une ligne convexe est moindre que toute ligne qui l'enveloppe.

Cette proposition de géométrie plane revient à cette remarque évi-

dente : Toute ligne droite qui rencontre la ligne concave la coupe en

deux points au plus, et coupe en deux points au moins la ligne enve-

loppante. La moyenne du nombre d'intersections de ces deux courbes

tracées sur un même disque, qu'on jette sur ini même plan, dans

lequel sont tracées des droites indéfinies, est plus élevée pour la ligne

enveloppante que pour la ligne convexe enveloppée; d'où l'inégalité

des deux lignes.

2. Si une ligne E et une ligne I étaient tracées sur le disque, et si

on était certain : i° qu'une droite ne peut rencontrer la ligne I qu'en

71 points au plus, i° que toute droite qui rencontre I rencontre néces-

E
sairement E en m points au moins, le rapport des longueurs — serait

plus grand que —

•

On justifierait cette assertion y > — comme on a justifié (par une

singulière méthode, je l'avoue) l'inégalité de la ligne enveloppante et

de la ligne enveloppée.

Tome V (î"^ série), — Août i86o. -50
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I>'iiiégalité y > — a été remarquée par Cauchy, dans une des Notes

que j ai signalées précédemment.

3. Si une ligne droite ne pouvait rencontrer e?i plus de n points

une surface I, et si toute ligne qui rencontre I rencontrait/orcemewi E

en m points ou plus, le rapport des surfaces — serait plus grand que — •

Je crois que ce théorème n'a pas été remarqué. Les théorèmes de

moyennes permettent d'énoncer les propositions suivantes, dont ils

donnent les démonstrations les plus simples.

4. Je suppose que, des deux surfaces S, et S,, la première S, soit

coupée par un plan quelconque suivant une courbe plus longue que la

courbe suivant laquelle le même plan coupe Sj. S, est la plus grande

des deux surfaces.

Legendre (p. 247, 14" édition), dans sa Géométrie, admet, il me
semble, cette notion pour démontrer que « la surface convexe du
» cylindre est plus grande que la surface convexe de tout prisme

» inscrit, et plus petite que celle de tout prisme circonscrit. »

3. Le théorème suivant, un des plus évidents théorèmes de uioyennes

(ju'on puisse imaginer, justifie une notion commune qui n'est pas évi-

dente dans tous les cas. Je suppose que chaque mètre cube de l'es-

pace lenferme S™'' de surface ; cette surface laissera en moyenne, dans

un volume v, St'""'.

Ce théorème justifie la notion de l'inégalité Y, > V, de deux vo-

lumes V, et Vo tels, que tout plan coupe V, suivant une section plus

graTule que la section de V., par le même plan.

(>. Nous n'avons donné que des théorèmes d'inégalité; mais nous

.lurions aussi bien pu taire des remarques sin- les rapports approxi-

matils des vohnnes et des surfaces, d'après le rapport des sections et

des dimensions obtenues en les coupant par luie infinité de plans ou

en les perçant par une infinité de droites.

On peut se di'uiander s'il n'y a pas une espèce de section moyenne,

de dimension moyernie, correspondante à une surface ou à un volume

donné; c't'sl ce que nous allons cxaminei-.
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7. Soit un volume V et un nombre infini de points P distribués

d'une manière homogène dans ce volume ; si par chacun de ces points P

on mené des droites orientées de toutes les manières, la moyenne de

toutes les portions de ces droites interceptées dans le volume V peut

être prise comme une espèce de dimension moyenne. Cette moyenne

ne dépend-elle que du volume? Si par chaque point P on considérait

des plans ayant toutes les orientations possibles, la moyenne de ces

sections sera-t-elle indépendante de la forme du volume V?

Cette dimension moyenne, cette section moyenne dépendent de la

forme du volume, et c'est pour la sphère qu'elles sont maximiun.

Nous allons, en étudiant des courbes et des surfaces convexes, dont

la propriété caractéristique peut se rendre en langage ordinaire par

ces mots : égalité de largeur en tous sens, trouver ime propriété de

maximum de la sphère plus digne que la précédente d'être remarquée.

8. Courbes planes ayant la même largeur en tous sens. — J'en-

tends par là les courbes convexes telles, que deux tangentes parallèles

sont à une distance constante l'une de l'autre, quelle que soit leur

direction.

Pour vérifier que le soleil est un disque circulaire à nos yeux, le

procédé qu'on emploie est une vérification de cette égalité de largeur

eu tous sens. Ce procédé, complètement satisfaisant pour la question

d'astronomie, est-il aussi satisfaisant pour la question de mathéma-

tiques qui s'y rattache ? En un mot, toute courbe convexe, de même
largeur en tous sens, est-elle une circonférence de cercle? Telle est la

question qu'on se pose naturellement.

M. Pniseux met en évidence qu'il y a d'autres courbes que le cercle

ayant cette propriété, que la distance de deux tangentes est indépen-

dante de leur direction commune, en citant l'exemple suivant .

Le grand axe partage une ellipse en deux parties superposables;

considérons l'une des moitiés, et sur toutes ses normales portons une

longueur égale au grand axe de l'ellipse : le lieu des points ainsi dé-

terminés se raccorde toujours avec la demi-ellipse, et l'ensemble donne

souvent une ligne convexe d'une largeur égale au grand axe de l'ellipse

dans tous les sens.

Nous pouvons, sur les courbes convexes C telles, que deux tangentes

36..
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soient à une même dislance c, quelle que soit leur direction commune,
faire les remarques importantes suivantes :

i°. Toutes ces lignes ont même longueur, puisque au jeu du joint

couvert, sur un parquet à bandes parallèles, elles auraient la même
chance.

2°. Toute ligne C se compose de deux arcs ayant une développée

commune.

En effet, quand un système de droites parallèles se meut, les points

de contact de ces droites avec leur enveloppe sont sur une même per-

pendiculaire à leur direction commune. La considération du centre

instantané de rotation du système met ce fait en évidence; il suffit de

considérer le système des deux tangentes à la courbe C pour voir

qu'elle se compose de deux arcs ayant même développée, puisque

leurs noiinales sont communes.
3°. Jja développée commune est inie combe telle, qu'on peut lui

mener une tangente parallèle à luie direction quelconque, et qu'on

ne peut lui en mener qu'une. L'enveloppe d'une droite D, qui est à

égale dislance de deux tangentes parallèles, jouit de la même pro-

priété.

La développée des courbes C peut renfermer des portions de droite;

alors le rayon de courbure des courbes C ne varie pas d'une manière

continue. L'enveloppe des droites D ne peut contenir de partie droite,

sinon la courbe C se composerait de deux droites parallèles indé-

finies.

Voyons comment nous pourrons trouver des développées de coiu'bes

ayant même longueur en tous sens; la construction des courbes C sera

ensuite facile à concevoir. Considérons un arc convexe dont la flexion

totale soit de i8o degrés; on peut décomposer cet arc en parties qu'on

réunira par des points de rebroussement de première espèce, de ma-

nière à avoir une courbe fermée composée d'arcs convexes séparés par

des rebroussements de première espèce. On obtiendra ainsi une déve-

loppée de courbes C, par exemple l'ensemble de la demi-ellipse et

d'une autre courbe parallèle (jue nous avons considérée plus haut

aura pour développée la moitié de celle d'une ellipse fermée par ime

droite.

Si l'on réunissait trois arcs de courbe par des points de rebrousse-
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nient, les courbes C qui auraient l'ensemble de ces trois arcs pour

développées, auraient un rayon de courbure variant d'une manière

continue. Ou peut imaginer les formes les plus bizarres pour cette

développée, chacune donnera toujours un ensemble de courbes C; il

n'est pas une seule courbe C doîit la développée ne puisse être ainsi

obtenue, de sorte que nous venons de faire une théorie assez com-

plète de ces courbes de même largeur en tous sens.

La première propriété que nous en avions donnée, savoir que leur

longueur ne dépend que de leur largeur, se démontre facilement après

qu'on a remarqué qu'une courbe C se compose de deux arcs parallèles.

Mais nous avions prévu cette propriété avant de rien connaître sur ces

courbes, si ce n'est leur définition même.

Nous allons considérer maintenant les surfaces ayant même largeur

en tous sens : nous aurons quelques nouvelles remarques à faire, qui

ne sont pas, je crois, dépourvues d'intérêt.

9. Surfaces ayant inêine largeur en tous sens. — J'entends par là

les surfaces convexes qui, comme la sphère, ont deux plans tangents

parallèles quelconques à une distance constante.

Ou peut, en faisant tourner certaines courbes C qui ont un axe de

symétrie autour de cet axe, engendrer de pareilles surfaces.

A la vérité, ces surfaces que nous venons d'engendrer sont de révo-

lution ; mais on en conçoit d'autres en nombre infini.

En effet, imaginons, ce qui ne coiite aucun effort, une surface dont

luie courbe C soit une ligne géodésique ; considérons la portion de

cette surface qui se trouve d'un côté de la ligne C, et portons sur toutes

ses normales une distance égale à la largeur dé la ligne C; nous com-
pléterons cette portion de surface par une autre portion qui se raccor-

dera avec elle : l'ensemble sera souvent une surface convexe, et alors

ce sera une des surfaces S, que nous caractérisons eu disant qu'elles-

ont même largeur en tous sens.

On pourrait penser, par analogie avec la première propriété des

courbes C, que les surfaces S ont une égale étendue si elles ont même
largeur; il n'en est rien.

En effet, la projection d'une surface S est luie courbe C aussi longue

que le cercle, mais moins grande en surface ; donc la surface ries va-
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lûmes convexes de même largeur en tous sens dépend de leur forme.

La sphère a la plus grande surface parmi ces volumes.

Il me paraît difficile de démontrer cette proposition par d'autres

principes que ceux que j'ai employés.

Voici encore une propriété des courbes C qui ont un axe de symé-

trie qu'on aurait probablement une certaine peine à démontrer, indé-

pendamment de ces mêmes principes.

De toutes les courbes C, la circonférence de cercle est celle dont la

moitié a le centre de gravité le plus éloigné de l'axe.

La même proposition peut se dire aussi des centres de gravité des

demi-surfaces.

Ces deux propositions se démontrent par le théorème dit de Guldin^

en les ramenant à la comparaison des surfaces et des vohunes engen-

drés par la révolution des courbes C.

10. Je terminerai cette Note en indiquant l'usage de ces courbes

de même largeur en tous sens pour la solution du problème traité au

n° ,"> du § L
Quand un disque est dans certains sens plus large que les bandes du

plan sur lequel on le jette, il peut arriver qu'en le faisant tourner de

i8o°, en le laissant tangent à une limite d'une bande, l'autre limite de

la bande enveloppe une courbe située tout entière sur le disque; si

alors le disque, réduit de toute la portion touchée par la seconde

limite, reste convexe, il a la même chance de rencontre que le disque

primitif. Dans ce cas, / mesurant le contour du disque obtenu,

la probabilité de la rencontre sera — •
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/

ÉGAUTÉS
ENTRE DES SOMMES QUI DÉPENDENT DE LA FONCTION NUMF^RIQUE f.{x);

Par m. ,1 LIOUVILLE.

Je désigne ici par E(.r) l'entier contenu dans .r, en sorte que si

l'on pose

a- = E(x) + r,

le reste r se réduira à zéro quand jc sera un entier, mais dans tous les

autres cas aura une valeur positive essentiellement plus petite que i.

Cela posé, soit m un nombre impair donné. Désignons par s un

entier impair qui prenne les valeurs successives i, 3, 5, 7,..., /«, et

formons la somme

lelative à ces diverses valeurs de s. Il est clair que dans cette somme
les termes sont alternativement positifs et négatifs : quant aux quanti-

tés placées sous le signe E, ce sont des fractions rationnelles.

Au contraire, les termes sont tous positifs, et il entre sous le signe

E, un radical carré, dans la somme

-4- ^2m — t'
\2f- -

ou t est un entier impair auquel on donne les valeurs successives i,

3, 5, 7,..., en ayant soin de s'arrêter au moment où l'on cesserait d"a-

\oir

2»i — ^^ > o :

la dernière valeur de t est donc la racine du plus grand carré impair

contenu dans am.

Cela posé, le premier des deux théorèmes que je veux énoncer ici
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consiste en ce que les deux sommes indiquées sont égales, à savoir :

s I

Soit comme exemple »z = 9 : notre équation exprime que les deux

quantités

(^:)-e(^)-i^(^)-e(^)-'^

e c + v^-^ Ue^-^^^

E

et

ont la même valeur, ce qui est vrai, la valeur commune étant 4-

Maintenant désignons par n un entier quelconque pair ou impair,

puis supposons encore s impair et prenant les valeurs i, 3, 5, etc.,

sans dépasser ». D'un autre côté soit 6 un entier prenant toutes les

valeurs paires ou impaires o, 1,2, 3, 4, 5, etc., sans que jamais son

carré dépasse ni même atteigne ce même nombre n. On aura cette se-

conde égalité

Ainsi, pour n = 4i il vient

E(f)-E(|)=E(v/4) + E(V3),

ce qui est exact.

La démonstration des deux égalités ci-dessus s'offrira d'elle-même

à tous ceux qui sont un peu au courant de la théorie des nombres, en

particulier de ce qui concerne les décompositions d'un entier en deux

carrés. Aussi ne les ai-je données que comme un sujet d'exercices pour

les jeunes géomètres. 11 serait, en effet, à désirer qu on les établît di-

rectement sans recourir à la théorie des nombres.
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SUR

LE NOMBRE DES CLASSES DIFFÉRENTES

DE FORMES QUADRATIQUES A DÉTERMINANTS NÉGATIFS;

Par m. KROIVECKER.

(Journal de Crelle , tome LVII, page 248.
)

(Traduction de M. Houel. i

Létude des fonctions elliptiques pour lesquelles a lieu la multipli-

cation complexe, m'a fait connaître des formules extrêmement remar-

quables pour le nombre des différentes classes non équivalentes de

formes quadratiques à déterminants négatifs. J'ai déjà publié quelques-

unes de ces formules dans une Note imprimée dans le Compte rendu

(le l'académie de Berlin du mois d'octobre iSS'y; et dans cette

Note, ayant seulement en vue de faire ressortir le caractère général de

ces formules, je n'ai inséré que celles qui pouvaient être représentées

par les notations les plus simples. Dans le Mémoire actuel, je vais

présenter toutes les formules en question, et pour cela j'établirai les

notations suivantes :

Je désignerai par

n un nombre entier positif quelconque;

m un nombre positif impair quelconque;

/' un nombre positif quelconque de la forme 8^ — i;

s un nombre positif quelconque de la forme 8A"-i-i.

Soient, de plus,

G (n) le nombre de toutes les classes non équivalentes de formes qua-

dratiques, pour le déterminant — n;

Tome V ( 2' série), — Aout 1860. -37
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F in) le nombre des classes différentes des formes quadratiques de

déterminant — «, et telles, que l'un au moins des deux coef-

ficients extrêmes soit impair;

X («) la somme de tous les diviseurs impairs de n\

<I' («) la somme de toiis les diviseurs de n;

^ [n) le nombre dont la somme des diviseurs de 7t qui sont plus grands

que \jn surpasse la somme de ceux qui sont moindres que \!ii
;

$' («) la somme des diviseurs de n qui sont de la forme 8A- ±: i, di-

minuée de la somme de ceux qui sont de la forme 8A±3;
M' [n) la somme des diviseurs 2>k±\ plus grands-que sjn, et des di-

viseurs 8A; ± 3 moindres que sjn, diminuée de la somme des

diviseurs M±i moindres que \n, et des diviseurs 8 Ait 3

plus grands que \jii
;

9 («) la quantité dont le nombre des diviseurs de la forme !\k -\r i

surpasse le nombre des diviseurs de la forme 4*^' — <;

1 [Ji) la quantité dont le nombre des diviseurs de la forme 3 A + i

surpasse le nombre des diviseurs de la forme 3A — i;

a' [n] la moitié du nombre des solutions différentes de l'équation

n = X* -t- 64 j"^, et

di' [n) !a moitié du nombre des solutions différentes de l'équation

«= a"'''+3.64^^ en nombres entiers, en considérant comme

solutions différentes les valeurs positives et négatives de x et

de j, et tenant compte aussi des valeurs nulles de ces in-

connues.

D'après ces conventions, les relations que tournit la théorie des fonc-

tions elliptiques pour les nombres de classes des formes quadratiques

à déterminants négatifs, peuvent s'exprimer comme il suit:

(I)

(III)

/ F[l\n) + ar (4n-i-) + 2F(4«~2=)-^aF(4«-3^,-^.

(
=2X(n)+ 0(«)-H'F(n\

( F[iin) H- 2F{2ni — \'^)-\-iF\^im — 2^) + a F{2iu— 'à-j-h.

\
= 2<I)(/«) + (p(m),

(
F{iin) — iF[iin — i^)-\-o. F(2in~ 2^) — 2 Fi-iui— V) + .



(IV)

(V)

(VI)
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?>G{m)-h6G{in - 1=) + 6G (/« - 2==) + 6G (w - 3^) + ...

= <!>(?«) + 3^(/?2) + 3(f{in) + i^(m),

j
2F{in) + l^F{m-l^) + /^F{^n- 2^)^ /j F(7n - 3^) +...

( =<t>{m] + W{m) + (f{m),

l 2F(/w)-4F(m-i=) + 4F(m- 2^) - 4 ^('" - 3^) +...

-A'"-').= — I [$(/«) - iy(m)] + <p((n),

I 2F(/-) _4F(r-4*) ^•4F(r- 8^) -4F(r- 12=*) +...

( =(-!)« '[$'(,) _xr(r)],

[..(—)-3«(l^)]

= (_,)« [(D'(^)_ Y'(5)]+<p(^) + 4i>(^)

-4rW-8f(^)-

Dans les sept premières de ces formules, la suite des fonctions F et

G ne doit être prolongée qu'autant que les nombres correspondants ne

deviennent pas négatifs; ainsi, en désignant par exemple par F[l\n— k"^)

le dernier terme de la première formule, le nombre k est déterminé par

la condition

/t^<4«.

Dans la dernière formule (VIII), le signe de sommation se rapporte

à tous les nombres positifs différents k, pour lesquels -p^{s — A°) est

entier et supérieur ou égal à zéro; enfin, dans toutes les formules il

faut poser

F(o) = o, G(o) = i.

Pour les fonctions arithmologiques F et G, on a, en outre, les rela-

tions fondamentales suivantes, qui se tirent également de la théorie des

37..
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fonctions elliptiques, mais que l'on peut établir aussi par de simples

considérations arithmétiques :

F(4«)= 2F{n)

pour toute valeur de n, avec cette seule exception que, si n est un

carré impair, on a F{[\n) = iF{n) — i;

G(4«)= F(4n)+ G(n),

pour toute valeur de w;
G{n)^F[n),

quand n donne, pour le module 4> le reste i ou 2
;

G{n) = o.F{n),

lorsque 7z^ 7 (mod. 8);

3G(n) = 4F(«),

lorsque n^3(mod.8), avec cette exception que, loisque Ji est le

triple d'un carré impair, on a

3G(n) = 4^(")-^ 2-

Ensuite, le nombre des classes F{n) est égal à la somme des nom-

bres de classes proprement primitives des formes quadratiques pour

tous les déterminants — v qui sont diviseurs de 11, et pour lesquels le

quotient - est un carré impair. Il s'ensuit que des huit formules ci-

dessus, relatives aux nombres de classes F eX G, on peut déduire les

formules correspondantes suivantes, relatives à la fonction J [n] qui

exprime le nombre des classes proprement primitives des formes

quadratiques de déterminant — n :

uj'{i) + u.,f[i) + «3/(3)-^ «./(4) -i-...

= 4X(n) + 2<I)(7^)-h 2«F(«),(0

M* désignant le nombre de toutes les re|)réïeiilalions possibles du
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nombre 4« pai" la forme

j:* + A•(2J^-I)^

de sorte que, Ui^ étant =0 lorsque k > 4'^ la série du premier membre
se termine. Ce nombre de représentations est d'ailleurs, ici comme dans

tout ce qui va suivre, pris dans le sens ordinaire, de sorte qu'il faut

entendre par là le nombre des systèmes différents de valeurs entières,

positives ou négatives, des indéterminées oc et j, pour lesquels la re-

présentation est possible. On a ensuite

(3) «./(l)-M,/(2) + «3/(3)-i^/(4) + ...=i«,,

U/^ désignant le nombre des représentations de im par la forme

De plus,

( 32"</(o+2;[2 + (->v>.-./(4i-o
(4)

les sommations s'étendant à tous les nombres positifs /, et m^ désignant

le nombre des représentations de m par la forme cc^ -f- kj-, pour les-

quels^ est différent de zéro. Ensuite

(5 )"./(i)+«2/(2)+i^3/(3)+ «4/(4)4- •.•= <I>('«) + 'F(m) + ii^,,

/ U,/(t)-«,/(2) + //,/(3)-«,/(4)+...

j

=(-!)' [^{m)-W[m)] + -u„

u^ indiquant le nombre des représentations de m par la forme

.r*+ A(2j + i)^ Puis, pour /^7(mod. 8),

(7)

2 ^"8<-l/(82 — 1)
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la sommation s'étendant à tous les nombres positifs /, et w^ désignant le

nombre des représentations de r par la forme 64 x° + kj'^. Enfin on a,

pour ,y^i (mod. 8),

/ ={-if [$'(^)-r(j)]+-(Mo-+-3M. -i^,),

les deux signes de sommation se rapportant à tous les nombres posi-

tifs /, et le signe supérieur ou le signe inférieur devant être pris, sui-

vant que / est pair ou impair ; «/, désignant en outre le nombre des

représentations de s par la forme x'' -+- &l\kj-, dans lesquelles y est

différent de zéro, et Vif le nombre total des représentations de s par la

forme x'^ -\- iÇ>k{iy + if.

Les huit formules que nous venons de donner pour les nom-

bres de classes F, G peuvent être simplifiées de manière que les

expressions (p, ij^, y', 4'' disparaissent entièrement de leurs seconds

membres, en remplaçant les fonctions arithmologiques Fin), G[n)

par d'autres fonctions F («), G(/i), qui, pour « = o, prennent respec-

tivement les valeurs o et -, et qui, pour toutes les valeurs positives

de Ji, sont déterminées par les équations suivantes :

F(4«) = .F(4«),

pour toute valeur du nombre n;

F(4«) = 2r(n)

et

G;4rt)=:F(4n) + G(«),

pour toute valeur positive de n; •

G(«j = F(«i,
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lorsque n^ 1 ou u (mod. 4)j et

(«) = U + (-i)^^" %[n),

lorsque «s^ 3 (mod. 4)-

Il existe donc, pour les fonctions F et G, les mêmes relations fon-

damentales que pour les nombres de classes i^ et G; mais elles ne

sont plus sujettes aux exceptions; et les fonctions F (?i) et F[n) sont

en général identiques, pourvu que n ne soit pas un carré impair:

G(w) et G[n) sont identiques, pourvu que n ne soit pas un carré

parfait ou le triple d'un carré parfait. Mais, même pour ces valeurs

particulières de n, les fonctions F(n) et G [n] ont encore leur signifi-

cation arithmologique immédiate, dont l'explication ici nous condui-

rait trop loin.

Indépendamment des changements que les formules ci-dessus (I) à

(VIII) éprouvent, comme on vient de le voir, par l'introduction des

fonctions arithmologiques fin), F [n), Ci (n) et autres, on peut en-

core faire subir à ces formules les transformations les plus variées, en

les combinant entre elles et avec les relations fondamentales qui lient

les fonctions F et G : on obtient ainsi un grand nombre de formules

nouvelles et élégantes. Mais aucune des équations (I) à (VIII) ne peut

elle-même se déduire des autres à l'aide des seules relations fonda-

mentales, et elles forment par conséquent à cet égard un système de

formules indépendantes enti-e elles. Parmi les équations qui résultent

des combinaisons en question, je ne transcrirai que les deux suivantes,

en employant, pour plus de simplicité, les fonctions F, G et posant

2F(«) — G(«) = E(«) :

(IX

(X

F(«) + F(«- 2)-+-F(« _ G) + F(«- 12) + F(« - 30) -i-...

==i'F(4«-^i),

E{n) -1- 2E(« — i) + 2E(« — 4) -^ 2E(7^ — 9) +...

=
l[^ + {-iT]X{u).

Ces deux formules subsistent pour tous les nombres positifs )i La
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dernière, comme je le ferai voir plus bas, fournit les relations remar-

quables entre les représentations d'un nombre n par la somme de trois

carrés et le nombre des classes de formes quadratiques appartenant au

déterminant — n. La formule (X) peut d'ailleurs se déduire de ces

relations; elle contient aussi des propositions arithmologiques déjà

connues, et seulement sous luie forme nouvelle. C'est ce qui a lieu

aussi pour les formules (11) et (111), et en général pour toutes les com-

binaisons des formules (1) à (VIII) qui font disparaître les fonctions

Y et V. Mais les autres résultats contenus dans ces formules ne peu-

vent s'obtenir à l'aide des procédés arithmétiques connus jusqu'ici,

et sont par conséquent entièrement nouveaux, pour le fond comme
pour la forme. La différence essentielle qui se trouve ainsi établie

entre les fonctions X, $, <I>', d'une part, et les fonctions Y, ¥', de l'au-

tre, se manifeste encore d'ailleurs dans la différence totale de nature

des séries que l'on obtient en prenant ces fonctions comme coefficients

d'un développement. On a, en effet,

le signe de sommation s'étendant à toutes les valeurs positives de n

depuis 1 jusqu'à os , et en prenant dans les deux membres le signe su-

périeur ou le signe inférieur, selon que n est pair ou impair. On a

ensuite

l-f

fy"^'

les sommations s'étendant encore à toutes les valeurs positives de n

depuis 1 jusqu'à 00 . Enfin on a

1-7"

VY'^,„)9'n= 2(-0"^"'"''-'"^"^'""^~'"
m-

ou l'on doit prendre pour m tous les nombres positifs impairs.
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En combinant ces équations avec les huit formules pour les nom-

bres de classes des formes quadratiques à déterminants négatifs, on

obtient aussi ces nombres de classes sous forme de coefficients de dé-

veloppements. Ainsi la première et la troisième des équations précé-

dentes, combinées avec les formules (IX) et (X), donnent les deux re-

lations

,n'+3n4-l

(XII) ,.2E('07" =^ + ^^2(7=i^

les sommations se rapportant à toutes les valeurs de n depuis o jus-

qu'à 00 , et en prenant, dans la dernière somme, le signe supérieur ou

le signe inférieur, suivant que n est pair ou impair. Les lettres H, 0,

K, q ont ici la signification que leur a donnée Jacobi. La dernière

de ces équations peut donc, à l'aide de la formule (8), page io3 des

Fundametita de Jacobi, se transformer dans la suivante

i2^E{n)q"=[Q{^K)Y = [x + aq -h 27' + 2ry» +...)',

et il en résulte immédiatement que le nombre des représentations d'un

nombre n par la somme de trois carrés est égal à i 2 E(«). Ce résultat,

fourni par la théorie des fonctions elliptiques, résume sous une forme

simple les propositions de Gauss déjà citées, touchant la dépendance

qui existe entre le nombre des représentations d'un nombre n par la

forme x^ +j' -{- z^, et le nombre des classes différentes de formes

quadratiques binaires de déterminant — n. De cette manière, on peut

donc tirer de la seule théorie des fonctions elliptiques les belles pro-

positions d'arithmétique supérieure, qui jusqu'ici étaient fondées sur

les profondes considérations que renferment les Disq. Aiithm. de

Gauss. Le théorème de Fermât sur les nombres triangulaires étant

une conséquence fort simple de ces propositions, peut donc aussi se

déduire de la théorie des fonctions elliptiques, sans emprunter aucune

préparation préliminaire à la théorie des nombres, et ainsi se trouve

accompli un vœu souvent exprimé par Jacobi dans ses leçons. On sait,

«n effet, que ce grand mathématicien, dans sa plus importante créa-

Tome V (u" série). — Août i8Co. Jo
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tion analytique, la théorie des fonctions elliptiques, a trouvé eu même
temps une riche mine de propositions arithmologiques, et il semble

s'être attaché avec prédilection au développement de cette découverte.

De même qu il avait obtenu, au moyen des séries pour les puissances

paires de @(K), les propositions sur le nombre des décompositions

d'un nombre en deux, quatre, six et huit carrés, il désirait aussi pou-

voir déduire, du développement du cube de Q{K), ou de séries ana-

logues, les propositions sur la décomposition d'un nombre en trois

carrés ou eu trois nombres triangulaires. f:'est ce qui se trouve main-

tenant réalisé dans les recherches que nous venons d'indiquer : ce

n'est pas, il est vrai, par la transformation analytique directe du cube

de0(^), mais à l'aide des modules spéciaux pour lesquels a lieu

la multiplication complexe, et conséquemment toujours au moyen

de considérations appartenant exclusivement à la doctrine des fonc-

tions elliptiques.

Tout porte à croire que, de même que les fonctions arithmologiques

E(7i) et X(«) sont liées avec le nombre des décompositions de n en

trois et en quatre carrés, de même aussi les fonctions F(»)et^(/j)

auront une relation analogue avec la représentation de 11 par des

formes quadratiques à plusieurs variables. C'est au moyen seulement

de cette extension de la signification arithmologique de F («) et de

W {n) que l'on peut espérer de déduire, par la voie purement arith-

métique, les relations mutuelles de ces fonctions, contenues dans les

huit formules ci-dessus. Il est toutefois à présumer que la propriété re-

lative au nombre de classes F(7i), et par suite l'établissement de ces

huit formules par les procédés de la théorie des nondires, ont leurs

fondements à une grande profondeur, puisque Gauss lui-même, en

traitant par une méthode arithmétique si générale les formes quadra-

tiques binaires, n'a jias été conduit à ces lois simples pour le nombre

de classes de ces formes. Maintenant, du reste, que les relations exis-

tant entre les fonctions F et ¥ sont données, il ne s'agit plus que d'éta-

blir pour l'une des deux la propriété présumée, la propriété corres-

|iondante de l'autre fonction s'ensuivant immédiatement. Cette réduc-

tion d'un cas à l'autre serait importante, parce que l'analogie entre les

fonctions X et ^ d'une part, et les fonctions E et F d'autre part, con-

duit à admettre qu'il doit y avoir moins de distance à franchir pour
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assigner la signification, quelle qu'elle soit, de W{n) relativement à la

représentation du nombre n par une forme quadratique, que pour par-

venir à la signification correspondante de F(w). C'est en me fondant

sur ces considérations que j'ai établi les séries ci-dessus, dans lesquelles

F(«) et ^(n) entrent comme coefficients; mais je n'ai pu réussir jus-

qu ici à en déduire des résultats satisfaisants pour l'extension cherchée

de la signification des fonctions F et W. Il semble plus facile de

rechercher et d'établir par la voie purement analytique, les pro-

priétés de la série infinie qui forme le second membre de l'équa-

tion (XI), de manière à pouvoir, à l'aide de ces propriétés, déduire

de cette seule équation toutes les huit formules précédentes. On n'au-

rait besoin pour cela que de certaines transformations dont cette série

est susceptible, en y supposant q multiplié par les différentes racines

huitièmes de l'unité, transformations qui peuvent s'obtenir, d'un autre

côté, à l'aide des équations (I) à (VIII).

Je ferai remarquer, enfin, que les formtdes (V) et (VI) sont les mieux

appropriées au calcul des nombres de classes des formes quadratiques à

déterminant négatif. J'ai déjà fait calculer, au moyen d'une combi-

naison de ces formules, la valeur de F{m) pour tous les nombres im-

pairs m, jusqu'à loooo, et le calcul n'a rien laissé à désirer sous le rap-

port de la facilité et de la siu-eté. Le nombre des classes propremetu

primitives des formes quadratiques à déterminant négatif se déduit sans

peine des valeurs calculées pour F [m).

Berlin, décembre iSSg.

38..
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THÉORÈME
CONCERNANT LES NOMBRES PREMIERS DE LA FORME 8^+ 5;

Par m. J. LIOUVILLE.

Le théorème que je veux donner, au sujet des nombres premiers de

la forme Sfj. -\- 5, consiste en ce que si m désigne un tel nombre, on
pourra toujours poser un nombre impair de fois (par conséquent au

moins une foisj l'équation

m = ix^ -+ p*'~^' j-^,

jc et j- étant des entiers impairs, et p im nombre premier de la forme

8 V + 3, qui ne divise pas j- : on admet pour / la valeur zéro.

Ainsi, pour /« = 5, on a

De même
i3 = a.i^ + ii.i^

Soit, enfin, m — 2g : on aura la décomposition canonique

29 := 2 . 3- + I I .1".

Quant à la décomposition indiquée par l'équation

29 = 2.1- + 3^1,

elle ne doit pas être comptée ici, puisque l'exposant 3 n'est pas de la

forme 4^+ ' •
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SUR

LES NOMBRES PREMIERS DE LA FORME iSk-h^;

Par m. J. LIOUVILLE.

Plusieurs fois déjà nous nous sommes occupés des nombres pre-

miers de la forme i6A + 7. En particulier nous avons cité et démon-

tré de nouveau ce théorème de M. Bouniakov^'sky, que pour tout

nombre /« de l'espèce indiquée on peut poser un nombre impair de

fois l'équation

m = ix^ -+- p^^'^'j^,

X et j étant des entiers impairs, et p un nombre premier de la forme

8|x -f- 5, qui ne divise pas j : on admet pour / la valeur zéro.

Or, en continuant à désigner par m un nombre premier 16 A" -h 7,

je trouve deux autres théorèmes non moins intéressants.

1°. On peut toujours poser (un nombre impair de fois) l'équation

X et y étant des entiers impairs et q un nombre premier de la forme

8/x -t- 3, qui ne divise pas y.
2". On peut toujours poser (un nombre impair de fois) l'équation

m = [\x'^ + 9*''^'_/'^,

X et j étant des entiers impairs, et q un nombre premier de la forme

8/.». + 3, qui ne divise pas j.

On voit que, dans nos deux équations, le nombre premier q, au se-

cond membre, est de la forme 8/7. -+- 3, tandis que le nombre premier

p est de la forme 8p. + 5 dans l'équation de M. Bouniakowsky. Mais

les trois équations doivent avoir lieu (et chacune un nombre iinpair

de fois) pour chaque nombre premier m île la forme 16A -f- 7.
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Ainsi le nombre 7 doit y satisfaire, et en effet, on a non-seulement

l'équation de M. Bouniakowsky

7 = 9. .1^ + 5.l^

mais encore les deux suivantes :

7 = I- -f- 2.0.1

et

7 = 4-'"-f-'^-i'-

De même, on a non-seulement

23 = 2.3^ + 5 .1^.

mais encore

et

23 =: 4-1^ + i9-i^-

Il ne faut pas compter l'équation

23 = 3^ -+- 2 . 7 . 1
^

comme une des nôtres, parce que le nombre premier 7 n'est pas de la

forme 8f;.
4- 3.
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SUR

LE PRODUIT DE DEUX NOMBRES PREMIERS,

L'UN DE LA FORME 8/ +3 ET L'AUTRE DE LA FORME «/; + 5;

Pah m. j. liouville.

Cette Note est liée en quelque sorte à la précédente. On y verra

(ce qui semble curieux) que les nombres résultant du produit d'un

nombre premier 8A + 3 par un nombre premier 8^ + 5 jouissent de

propriétés analogues à celles que nous venons d'indiquer pour les

nombres premiers i6k-h 7.

Prenons en effet

m = (Sk-\- 3)(8A+ 5),

les deux facteurs au second membre étant, nous le répétons, des nom-

bres premiers ; et nous aurons, au sujet du produit m, les trois théorèmes

que voici :

1°. On peut toujours poser (un nombre impair de fois) l'équation

m = ix^ + yj*'"*"' j''
,

.r et j étant des entiers impairs, et p un nombre premier 8
fj.

-+- 5, qui

ne divise pas j.
2°. On peut toujours poser (un nombre impair de fois) l'équation

m = X- + q"'^^ J'i

X et jr étant des entiers impairs, et q un nombre premier 8/ji. + 3 qui

ne divise pas

3°. On peut toujours poser (un nombre impair de fois) l'équation
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.r et j' étant des entiers impairs, et q un nombre premier Sp. -+- 3, qui

ne divise pas j. Partout on admet pour l la valeur zéro.

Soit comme exemple, m = 3 . 5, c'est-à-dire

m = 1 5

,

et nos trois théorèmes se vérifieront ; car on a non-seulement l'équation

i5=2.i-+i3.i*'',

mais encore les deux suivantes :

I5 = 3= + 2.3.^^

i5 = 4-'°+ II. I-,

et

Quant à l'équation

ID = I- -f- 2 . 7 . I

2

elle ne doit pas être comptée ici : elle ne rentre pas dans l'équation gé-

nérale

parce que le nombre premier 7 n'est pas de la forme 8p. -f- 3.

Nous venons de parler de nombres composés, tandis que jusqu'à pré-

sent nous n'avions considéré que des nombres premiers. C'est qu'en effet

nos théorèmes s'étendent mutatis mutandis aux diverses classes de

nombres composés. Mais les nombres premiers offrent un intérêt spé-

cial, et nous leur consacrerons encore plus d'un article avant de don-

ner à nos recherches toute la généralité qu'elles comportent.
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SUR LA FORME

Par m. J. LIOUVILLE.

Il est clair que la forme

ne peut pas représenter les nombres impairs l\k + 3 ; mais elle repré-

sente tous les autres nombres, soit pairs, soit impairs, 2 A, 4^ + i , et l'on

peut fixer d'une manière précise le nombre N des représentations

dans chaque cas. Ici, comme pour la forme

.r^ + 7=^ + 4 (z' + <'),

dont nous nous sommes occupés dans le cahier de juillet, tout dépend

des théorèmes de Jacobi concernant la représentation des nombres

par une somme de quatre carrés. Voici les résultats qu'on obtient :

je désigne à mon ordinaire par Ç, [m) la somme des diviseurs de m.

1°. Pour un nombre impair m, on a, comme nous venons de le

dire,

N = o,

quand m est de la forme 4^-1- 3 ; mais

N = 4Ç.('"),

quand m est de la forme 4^ + i- Ainsi le nombre 5 a vingt-quatre

représentations, qui sont contenues dans les six équations sui-

Toijio V (a'= série).— Sei'TEMbue 1860. JQ
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vantes ;

5 = ( ± 0* + ( ± af -f- 4 (o^ + o^),

5 = (zt i)= + o^ + 4[(± i]=-t- 0-],

5 = (±:i)= + o= +4[o=' + (± i)'].

5 = o*+(±:i)=' + 4[(±rf + o=],

±tf +4[o=4-(±i?],5 = 0^

dont chacune fournit quatre représentations.

2°. Pour le double 2 7?z d'un nombre impair quelconque m, on a

encore

N = 4Ç,('«).

Ainsi le nombre 6 a seize représentations, contenues dans ces deux
égalités :

6 = (±i)= + (±,)2 + 4[(±i?-^o^],

3°. Pour le quadruple 4'« d'un nombre impair quelconque m,
on a

N = 8Ç, [m).

Ainsi le nombre 4 a huit représentations. Elles sont fournies par ces

quatre équations :

4 = (±2)=+0« + 4(0^ + 0=),

4 = 0^ + (±2)= + 4(0^ + 0^),

4 = o= + o= + 4[(±i)='+o»)],

4 = o= + o» + 4[(o^+(±i)'l,

dont chacune donne deux représentations.

4". Enfui pour tous les nombres divisibles par 8, c'est-à-dire ex-
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primés par 2''' m, m étant impair et a > 2, on a

Ainsi 8, 16, 32, etc., ont \ingt-quatre représentations.

Pour chaque nombre donné «, N est le nombre des représentations

tant propres qu'impropres dont fi est susceptible; en d'autres termes.

N est le nombre des solutions de l'équation indéterminée

n — X- + j'^ -h ^ [z^ + t^),

en prenant pour Jc,j, z, t des entiers positifs, nuls ou négatifs, abso-

lument quelconques. Mais on peut aussi demander le nombre M des

représentations propres, c'est-à-dire le nombre M des solutions que

l'équation

7z = x24-r' + 4(z^ + t^)

conserve quand on exclut celles où les quatre entiers jc, j^ z, t ont un

diviseur commun > i.

Il faut, pour exprimer M, remplacer ?,(?«) par la fonction Z, [m],

qui, pour chaque entier m décomposé en facteurs premiers,

m^a''b\..c'",

s'exprime par

Z, (m) = {a'' + a"-') {b' -f- b'-'). . .{c" + c'"").

Les coefficients numériques varient d'ailleurs ainsi qu'il suit :

1°. Pour un nombre impair m, on a

M = o,

ou
M = /,Z, {m),

suivant que m est de la forme 4^' + 3 ou de la forme /\k -h i

.

a". Pour le double 2m d'un entier impair quelconque m, on a

M = 4Z, (/m).

39..
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3°. Pour le quadruple l\m d'un entier impair m, on a

M=:8Z,(m),

ou

M = 4Z,(m),

suivant que m est de la forme 4/' + 3 ou de la forme 4^ + i.

4". Pour l'octuple %in d'un nombre impair quelconque m, on a

M = 2oZ, (m).

5°. Pour i6/?2, 77Z étant un entier impair quelconque, on a

M = i6Z, (ra).

6". Enfin pour tous les nombres divisibles par Sa, on a

M = o.
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NOUVEAU THÉORÈME
CONCERNANT LES NOMBRES PREMIERS DE LA FORME 9.4/ +ii;

Par m. J LIOLVILLE.

Voici, au sujet des nombres premiers 24 A- + 1 1, un théorème nou-

veau qu'on pourra joindre à celui que j'ai déjà donné dans le cahier

de mai, à savoir que, si d'un nombre donné de cette espèce on re-

tranche les carrés impairs de grandeur moindre qui ne sont pas divi-

sibles par 3, il y aura lui nombre impair de restes siisceptibles d'être

mis sous la forme

j étant un entier impair, et cj un nombre premier lag^ 4- 5 qui ne di-

vise pas j : on admet pour l la valeur zéro.

En d'autres termes, pour chaque nombre premier donné /n, de la

forme 24 A'+ 1
1 , on peut poser un nombre impair de fois l'équation

X et jr étant impairs, x non divisible par 3, et q étant un nombre

premier i2g+ 5 qui ne divise pas j.

Au reste on pourrait supprimer la condition relative à x de ne pas

être divisible par 3; car avec les formes linéaires assignées à /w et à q

dans notre équation, il est impossible que 3 divise x, ni j. Ou bien

en exigeant que x soit premier à 3, on pourrait ne rien dire de la

forme linéaire de q, qui dès lors est forcée. Mais tous ces détails im-

portent peu. Passons aux exemples.

Soit d'abord A = o, d'où le nombre premier m = 1 1 : en retran-

chant I, on a pour reste 10, et

10 = 2.5. !,

conformément à notre théorème, car le nombre premier 5 est compris.
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dans la formule 12g + 5 où l'on peut faire g =: o. Il ne faut pas re-

trancher 9 de II, puisque g est divisible par 3.

En prenant A^ = 2, on a aussi im nombre premier m ^ 5(). Les car-

rés à retrancher sont i, 25, 49» d'où ces trois restes 58, 34 et 10, qi'i

tous les trois sont susceptibles d'une décomposition canonique, savoir

58 = 2.29.1^, 34 = 2.17.1'^, 10 :

Enfin le nombre premier 83, qui répond à A = 3, vérifie aussi notre

théorème en donnant un nombre impair d'équations de la forme vou-

lue :

83= i
= + 2.4i.i%

83 =: 5- + 2.29. 1^,

83 = 7^ -I- 2. 17.1', 2

Il serait inutile de pousser plus loin ces vérifications numériques.
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1

THÉORÈME
CONCERNANT LES NOMBRES PREMIERS DE LA FORME 24A-+-19;

Par m. J. LIOIJVILLE.

Le théorème que je veux donner ici, au sujet des nombres pre-

miers de la forme i!\k -+- 19, consiste en ce que, si m désigne un tel

nombre, on peut poser au moins une fois (et toujours un nombre im-

pair de fois) l'équation

X et j étant des entiers impairs, et q un nombre premier de la forme

11g -\- 5 qui ne divise pas j : on admet pour / la valeur zéro.

Il est curieux de rapprocher ce théorème de celui que nous avons

donné dans l'article précédent pour les nombres' premiers 24 A -f- 1 1 ;

le carré x'^ employé pour ces derniers nombres, dans la formule re-

présentative

était essentiellement premier à 3 : il est remplacé par 9.1:^ dans la for-

nulle actuelle, pour les nombres premiers 24 A" + 19.

Le plus petit nombre premier contenu dans la formule

24A + 19

est 19, et l'on a

19 = 91' + 2.5.1%

conformément à notre théorème.

Viennent ensuite 43 et 67, pour lesquels on trouve de même les

équations canoniques

43 = 9.1* + 2.17.1'
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et

67 = 9.1^ + 2 .29.1*.

Enfin le nombre premier 139, qui répond à k=.5, nous donne

aussi une équation de la forme voulue

1 39 = 9 .
3^* + 2 . 29

.

1
2

en sorte que pour ce nombre, comme pour tous ceux qui précèdent

et pour tous ceux qu'on pourrait ajouter, notre théorème a lieu.
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MÉMOIRE
SUR

LE SPIRAL RÉGLANT DES CHRONOMÈTRES ET DES MONTRES [*];

Par m. E. PHILLIPS.

Historique.

On sait que, dans les appareils portatifs qui servent à mesurer le

temps, l'ensemble du ressort spiral et de son balancier remplit l'office

de régulateur, tout comme le pendule dans les appareils fixes.

Huygbens, qui appliqua le premier le pendule aux horloges, est

aussi l'inventeur du ressort spiral communément appelé spiral réglant,

qu'il fit construire pour la première fois en 1674 par M. Thuret, habile

horloger. Cette importante découverte lui fut contestée, il est vrai, à

cette époque par le D' Hook d'une part, puis par l'abbé Hautefeuille.

Mais il ressort de toutes les longues discussions dont l'invention du

spiral fut l'objet, que le D' Hook peut avoir eu la première idée d'un

ressort droit appliqué au balancier
;
que l'abbé Hautefeuille l'aurait

ployé en forme d'hélice agissant dans le sens de son axe, mais que

Huygbens seul perfectionna ces idées informes en donnant à ce ressort

la forme spirale qui, ne gênant plus les grandes vibrations du balan-

cier, a rendu ce ro^gulateur excessivement précis. Enfin, l'on doit a

[*] Ce Mémoire, présenté à l'Académie des Sciences, a été renvoyé à l'examen d'une

Commission composée de MM. Mathieu, Lamé, et Delaunay rapporteur. Voici les con-

clusions du Rapport lu à l'Académie dans la séance du 28 mai 1860 :

" En résumé, le travail de M. Phillips présente une heureuse application des théo-

ries de la mécanique rationnelle à une importante question de la pratique, et permet de

substituer des règles simples aux tâtonnements à l'aide desquels les constructeurs de

chronomètres cherchent à obtenir l'isochronisrae des oscillations du balancier. La Coai-

missioii propose à l'Académie de donner son approbation à ce travail et d'en ordonner

l'insertion dans le Recueil des Savants étrangers. »

Tome V (2" série). — StriEMunE 1860. 40
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Pierie Leroy la découverte de la propriété de l'isochronisme du res-

sort spiral, eu choisissant convenablement ses extrémités.

Préliminaires.

Quelque important que soit le régulateur dont il s'agit, sa théorie

n'avait pas encore été établie, la forme essentiellement complexe de ce

ressort introduisant dans l'application de la théorie de l'élasticité des

équations différentielles tellement compliquées, qu'il serait absolument

impossible de les intégrer. J'ai pourtant été assez heureux, par des

combinaisons particulières, pour vaincre ces difficultés dans tout ce

qui touche au problème, et c'est cette théorie qui fait l'objet de ce Mé-

moire. J'y considère la question comme un prolilème de mécanique,

dont voici l'énoncé : « Etant donné un ressort spiral réuni à un balan-

cier, trouver les lois de leur mouvement commun. » Dans la pratique on

a évidemment à tenir compte d'influences secondaires, telles que celles

des huiles, des frottements, etc. Plus loin, je reviendrai sur ces détails

au point de vue des applications. Dès à présent, je me borne à dire que

l'expérience est toujours venue confirmer la théorie qui fait l'objet de

ce Mémoire et dont les conclusions sont toujours d'accord avec le»

idées reçues dans la pratique et avec tous les ouvrages qui traitent de

l'horlogerie.

Qu il s'agisse du spiral plat ou du spiral cylindrique, ses extrémités

sont toujours fixées de la même manière et par des goupilles en coin,

l'une à un piton fixe et l'autre soit à une virole, soit à un bras tour-

nant avec le balancier et concentrique avec lui. Ce mode d'attache

réalise la condition de l'encastrement, et l'on peut regarder l'extrémité

fixe du spiral comme conservant une inclinaison invariable et son autre

extrémité comme ayant une inclinaison fixe par rapport à celle du

cercle de la virole à leur point d'intersection.

La différence de construction entre le spiral plat et le spiral cylin-

drique est la suivante : Le premier se compose, ainsi que l'indique

lay/g. i, d'une courbe spirale plane, formée d'un certain nombre
de spires, généralement de huit à douze, se rapprochant autant que
possible de la forme circulaire et tracées autour du cercle de la vi-

role.
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Quant au spiral cylindrique {Jig.n), ses spires affectent rigoureu-

Fic. I. Fie. 2.

sèment en projection horizontale la forme circulaire dont l'axe du ba-

lancier est le centre, et il se termine, en général, par deux courbes

adoucies qui se rapprochent du centre à une distance ordinairement

égale à environ la moitié du rayon. Ces spires venant se placer les

imes au-dessous des autres, la forme rigoureuse du spiral est celle

d'une hélice à pas extrêmement court, d'où le nom de spiral cylin-

drique.

Je prends comme point de départ, ainsi que je l'ai fait dans mon
Mémoire sur les ressorts de chemins de fer, la théorie de la résistance

des solides élastiques, d'après laquelle on admet l'existence d'un axe

neutre central et le changement de courbure des fibres sans glissement

relatif des unes par rapport aux autres. Je me hâte d'observer que,

dans une Note placée à la fin du Mémoire que j'ai présenté à l'Aca-

démie des Sciences, je démontre que, dans le problème actuel, ce prin-

cipe est une conséquence rigoureuse de la théorie mathématique de

l'élasticité.

Problème de l'équilibre du système du spiral et du balancier.

J'entre maintenant dans les détails de la question, et d'abord je

commence par résoudre le problème suivant :

)i J^e spiral et le balancier étant dans leur position naturelle et en

4o..
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équilibre, on suppose que l'on fasse décrire au balancier un angle de

rotation oc. On demande quel est le moment du couple qu'il faudrait

appliquer au balancier pour le maintenir dans cette nouvelle position

contre l'action du spiral. »

Poiu- résoudre ce problème, je rapporte le système à deux axes

coordonnés rectangulaires, passant par le centre O du balancier [fig. 3)

FiG. 3.

ï

X

et dont l'un OY passe aussi par celle des extrémités du spiral qui est

fixe.

Si l'on considère, dans la nouvelle position d'équilibre, le balancier

et le spiral comme formant un tout solide, ce système doit être en

équilibre sous l'action du couple appliqué au balancier et dont le

moment que j'appellerai G est précisément ce qtiil s'agit de déter-

miner. De plus, le centre du balancier étant fixe, rien n'empêche de le

considérer comme libre, pourvu qu'on applique à ce point O une force

égale et contraire à la pression qu'il peut exercer contre les parois du

trou. Désignons par Y et X les composantes suivant OY et OX de la

force ainsi appliquée au point O, point que je regarderai alors comme
libre.

B étant la position occupée par un point quelconque du spiral dans

le nouvel état d'équilibre, j'appelle r et j ses coordonnées; .y, la lon-

gueur du spiral comprise entre ce point et l'extrémité fixe; L, la lon-

gueur totale du spiral ; M, le moment d'élasticité de celui-ci-; enfin p le

rayon de courbure du spiral au point 13 dans la nouvelle position

d équilibre, et p^ le rayon de courbure au même point B, dans l'état

naturel du spiral quand le moment G est nul.

Dans la nouvelle position d'équilibre, celui-ci ne sérail pas troublé

si l'on solidifiait toute la partie du spiral comprise entre le point B et
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l'extrémité engagée dans le balancier, et l'on a alors à considérer l'équi-

libre d'un corps solide formé de l'ensemble résultant de cette partie

du spiral et du balancier, et soumis d'une part au couple G qui agit

sur le balancier et aux forces X et Y, et d'autre part aux actions

moléculaires exercées sur la section B par la partie non solidifiée du

spiral. Si l'on transporte au point B les forces Y et X ainsi que le

couple G, le couple résultant doit faire équilibre à celui qui provient

des actions moléculaires exercées par la partie non solidifiée du spiral.

Or si, pour fixer les idées, nous supposons que l'angle de rotation a

soit dans un sens tel, que le rayon de courbure ait diminué au point

B, le moment de ces actions moléculaires est éeal à M ( ) et nous
\p P»/

aurons

Cette équation convient à tous les points du spiral. On peut donc

multiplier les deux membres par ds et intégrer dans toute l'étendue du

spiral, ce qui donne

Or

G Çds = GL.

Puis, si nous appelons a?, et j-, les coordonnées du centre de gravité

du spiral, il est évident que

/ xcls = L JT, et \ jds = L^,
;

par suite,

Y fxds = YLx, et X Cjds = XL/,

.

Je passe maintenant au premier membre de l'équation (2}. Or on

voit que — est, })Our la forme naturelle du spiral, l'angle formé p;ir
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deux normales consécutives de la courbe et, par conséquent, / — n'est

autre chose que 1 angle compris entre les deux normales extrêmes. De
/ds— est l'angle des deux normales extrêmes dans la nouvelle

forme du spiral. Mais, quand celui-ci passe de la première position à la

seconde, la normale relative à l'extrémité fixe reste invariable de direc-

tion, à cause de l'encastrement qui a lieu en ce point. D'un autre côté,

de ce que l'autre extrémité du spiral s'engage dans la virole du balan-

cier sous un angle, avec le cercle de la virole, qui reste constant aussi

à cause de l'encastrement, il en résulte qu'en passant de la position

naturelle du spiral à sa nouvelle position d'équilibre, la normale au

spiral à son extrémité correspondante au balancier tourne d'un angle a.

Il suit de ce qui précède qu'on a simplement

('-^ - f± = a,
J f J Pc

el l'équation (2) devient

(3) Ma=GL-^L(Ya-, -Xjr,).

Calcul de la durée d'une oscillation du balancier.

Admettons, quant à présent, que le terme L(Ya', — X^;',
)
qui se

trouve dans le second membre, soit nul ou négligeable. Je traiterai ce

point un peu plus loin avec tous les détails qu'il comporte et j'éta-

blirai alors les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit

ainsi. Regardons par conséquent ce fait comme admis pour le moment;

et alors l'équation (3) se réduit à

(4) Ma = GL

ou

(5) G = ^,

expression très-simple qui fait voir que le moment du couple qui tend

à faire tourner le balancier est proportionnel à l'angle que celui-ci a



PURES ET APPLIQUÉES. 319

décrit à partir de sa position naturelle d'équilibre et qui donne de

plus ce moment en fonction du moment d'élasticité et de la longueur

du ressort spiral.

Dès lors il devient facile de trouver la durée des oscillations du

balancier. En effet, en appelant A le moment d'inertie de celui-ci par

rapport à son axe de rotation, on a à chaque instant, en faisant atten-

tion que le couple G agit comme couple résistant,

ou, à cause de l'équation (5),

,/,. , d'à. Ma

Je désigne par a^ l'angle d'écartement du balancier qui répond à

la limite de l'oscillation, alors que sa vitesse est nulle, et l'on a, en

multipliant les deux membres de l'équation (6) par 2H7. et inté-

grant,

(7) AlF= l(°=^-^-)-

Puis, eu intégrant de a= ao à a= — «g, on a, pour le temps T d'une

oscillation,

(8) ^-Ww
relation fort simple qui donne la durée des vibrations. Elles se trou-

vent isochrones, quelle que soit leur amplitude.

L'expression précédente(8) est tout à fait analogue à celle qui donne

le temps des petites oscillations du pendide. On voit que la longueui- /

du pendule simple qui ferait ses oscillations dans le même temps que

le balancier serait exprimée par la formule

(9) ' = L^'-

La formule (8) est tout à fait d'accord avec l'expérience.
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Conditions relatives à l'isochronisme.

Je reprends maintenant l'équation (3) dans laquelle j'ai négligé

la partie L (Yo?, — Xj,) et je vais examinera quelles conditions l'on peut

effectivement ne pas tenir compte de ce terme, d'où dépendent défini-

tivement l'isochronisme des oscillations et l'exactitude de la for-

nude(8).

En premier lieu, ce terme serait toujours nul si l'on avait constam-

ipentx, et j', égaux à zéro, c'est-à-dire si le centre de gravité du spiral

restait toujours sur l'axe du balancier. De là résulte aussitôt la conve-

nance de donner aux spires une forme sensiblement circulaire et con-

centrique à l'axe, de façon que le centre de gravité général soit sur

cet axe et qu'il s'en écarte aussi peu que possible dans le mouvement.

Deuxièmement, le terme L (Y a:, — Xj, ) s'évanouirait encore si les

composantes X et Y' étaient nulles et par conséquent si la pression

éprouvée par l'axe du balancier était toujours nulle, ou encore si cette

pression passait constamment par le centre de gravité du spiral. En

fait, dans la pratique cette pression est toujours excessivement faible

dans les appareils bien faits, puisque alors, pourvu que l'huile n'ait pas

manqué, on ne remarque aucune usure contre les parois du trou de

Taxe, même après de nombreuses années de marche. Mais néanmoins

je vais examiner, avec tous les développements que le sujet comporte,

les conditions moyennant lesquelles on peut rigoureusement et mathé-

matiquement atteindre ce but.

Je remarque à cet effet que, quand X et Y sont nuls ou tout à fait

négligeables, l'équation (i) donne

' _ 1 —

^

P po
~ M '

ou, à cause de l'équation (5),

11 suit de là qu'alors le changement de courbure est uniforme.

Ainsi si pu est constant, il en est de même de p; c'est-à-dire que si les
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spires ont la forme de circonférences de cercle dans leur état naturel,

elles affecteront encore, dans leurs déformations, celles de circonférences

de cercle, mais d'un rayon différent; si, comme dans le spiral plat,

elles ont dans leur état naturel des formes très-voisines de circonfé-

rences de cercle, il en sera de même pendant le mouvement, sauf que

les rayons changeront. Quand, comme dans le spiral cylindrique, les

spires ont sensiblement la forme de circonférences de même rayon ve-

nant se placer les unes au-dessus des autres, la formule (lo) indique

qu'alors, dans les déformations, les spires se transforment en circonfé-

rences d'un rayon unique différent du premier et qu'elles restent

exactement les unes au-dessus des autres, ce qui est encore conforme

à l'expérience.

Réciproquement à ce qui précède, si l'on avait continuellement pour

tous les points du spiral = v' c'est-à-dire la différence
• '

p Po L
P Po

constante, l'équation (i) montre qu'on aurait alors forcément Y = o

et X = o, et que, par conséquent, l'équation (5) aurait lieu avec ses

conséquences. Je vais donc maintenant examiner dans quelles circon-

stances et sous quelles conditions on peut regarder la différence

1 _ 1 comme constante dans toute l'étendue du spiral et pour toutes

p po

les valeurs de a.

Supposons d'abord qu'il s'agisse du spiral cylindrique. Soit ABC

( fi<y. 4) la courbe qui commence le spiral, A étant le bout fixe et C k'

FiG. 4.

point de jonction et de tangence de cette courbe avec la première

Tome V (7' série). — Septembre 1860.
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spire. A l'autre extrémité du spiral, celui-ci se termine par une courbe

symétrique et égale dont l'extrémité A', correspondante à A, est encas-

trée dans la virole du balancier. Or le problème est celui-ci : Chercher

si l'on peut, pour toutes les valeurs entre lesquelles varie l'angle a,

déformer le spiral d'après la loi = —, de telle façon que les

conditions relatives à ses extrémités soient toujours satisfaites, c'est-à-

dire qu'au point A, ce point et sa tangente soient invariables et qu'en

même temps, à l'extrémité opposée A', celle-ci aboutisse toujours au

cercle de la virole et vienne le rencontrer sous un angle constant et

donné. Ceci posé, je vais montrer la manière de résoudre la question

par certaines formes appropriées données aux courbes extrêmes qui

terminent de part et d'autre le spiral.

Détermination des courbes extrêmes.

Pour cela j'observe que, si le spiral dont il s'agit était construit de

telle sorte que, en le déformant d'après la loi = y^ pour toutes

les valeurs exigées de a, le centre des spires circulaires restât toujours

dans une position invariable, la question serait résolue. En effet

[voirJig. 4), les courbes extrêmes ABC, A'B'C resteraient toujours

égales et symétriques après la déformation. Or le point A est sur la

circonférence de la virole dont le centre est en O ; mais puisque nous

admettons que le centre des spires ne s'est pas déplacé, il arrivera que,

par le seul fait de la déformation exprimée par = — , le point A'

supposé libre aboutira précisément sur la circonférence de la virole.

Par iHie raison tout à fait semblable, la tangente au point A' à la

courbe A'B'C rencontrera le cercle de la virole sous le même angle

que la tangente en A à ABC rencontre cette virole au point A, et comme
ce dernier angle est constant et donné à cause de l'encastrement, il en

sera de même de celui qui a lieu en A'. Or, en supposant maintenant

le point A', au lieu d'être libre, fixé dans la virole et encastré dans

celle-ci suivant l'angle donné, rien ne sera changé, et la loi de défor-

mation sera exprimée par la formule =:—

•

' '

P p. L



:>'2:PURES ET APPLIQUÉES.

Je vais donc m'occuper maintenant de la détermination de la courbe

extrême ABC ou de sa symétrique A'B'C, d'après la condition que,

pour toutes les valeurs les plus étendues de a, dans un sens ou dans

l'autre, le centre des spires reste dans une position invariable, la dé-

formation ayant lieu d'après la loi - — - = ^- J'observe tout de suite

que, dans les limites les plus extrêmes de la pratique, l'angle a. varie

entre f de tour de chaque côté.

Soient OX et OY [Jig- 5) deux axes coordonnés rectangulaires me-

nés par le centre O primitif des spires qui est l'axe du balancier.
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^^ donne

(i7) ^>, = co.s(9„ + ^)^/—V-V

Le même triangle IRN donne

Affectons d'un accent ' les quantités qui se rapportent spécialement

à l'extrémité A de la courbe ABC et de deux accents " celles qui se rap-

portent à l'autre extrémité C de la même courbe. Soit, de plus, â la

longueur absolue OA. Les coordonnées S,' et yj' du centre de courbure

au point A pendant la déformation auront pour valeurs (en observant

que la normale en A a une direction invariable)

Ç' = — /-'sine; = '^— sin 9'„,

Y,' = -à-i- /'cosô; = - c?

h

—'-^ cose;.

En conséquence, on tire des formules (i6) et (17) pour les coordon-

nées S," et ri" du centre de courbure de la courbe ABC, au point C,

pendant la déformation

(«8) ?" = _4-sin.'„-/sin(..-.'i;).//-V\

et

(19) -,"= -â +—^ cosô; + Jcos(9, + '^) ^/^_-\,

les intégrales étant prises dans tonte l'étendue de la courbe ABC.

Comme le rayon de courbure de la courbe ABC au point C sera

généralement différent du rayon des spires, le centre de celles-ci ne

coïncidera pas avec le centre de courbure de la courbe au point C et

on passera de celui-ci au centre des spires par un triangle rectangle de

dimensions finies analogue au triangle infiniment petit IKN. Donc, en

appelant ^" et ïî'" les coordonnées du centre des spires déformées, on
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aura

S'" = ^" _ (p _ ," ) sin 6" et -ri" = yj" + (p _ r" ) cos 6",

étant ce que devient, pendant la déformation, le l'ayon initial po des

spires. Donc, à cause des équations (i4) et (i5), on a, en appelant / la

longueur développée de la courbe ABC,

et

>j' = fl" cos

1 +
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La. parenthèse
j

j" indique qu'il faut prendre sa valeur au point C

et en retrancher sa valeur au point A. Elle est donc égale à

•sin
\ / I _I_ _ r

D'un autre côté

= (i 4- ^ To
j
cos (^0 + 77)

fi^o,

puisque ^^ = r„.

Donc

T—^^.sin(9o+'ji) = j/ocos(9„+îf)rf9o

et par suite

/ '+l'^o/ ^-^l''«

-^^^i— sinô:-£ cos(e„ + ^)^..

Enfin, en substituant dans l'équation (20), celle-ci devient sim-

plement

(22) ?'"= ^sin(6: +1-')+ jr'cos(ô„ + ^')r/5.

On transforme de même l'équation (21 ).
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Ainsi,

d.cos
(
^0 + j-)'

/ •+L^o

Mais

et

Donc

- T—^rf.cos(5„ + ^) = j'sin(e„ + îj)^..

sô'o + r sin (^00 + ^ j
^J,

I-*-L^«

et, par suite, en substituant dans l'équation (21), on a simplement

( a3) -/j'" = - (? +—^ ces (0; + ^') H- jT
'

sin
( 5o
+ ^) «f5.

I + L Po

Pour que le centre des spires reste invariable, il laut que |" et r,"

soient nulles pour toutes les valeurs de a comprises entre les limites

des oscillations. Il faut donc que les courbes extrêmes soient con-

striiitesde telle faron que l'on ait [(à cause des équations ( 22) et (sS)],

pour toutes les valeurs de a dont il s'agit.
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et

(25) f'sm(d, + ~)ds = â e^cos(e; + ^')-

Il est facile de reconnaître que la forme circulaire ne convient pas

pour les courbes extrêmes. En effet, pour le cercle, on a

/„ étant la valeur du rayon. On a donc alors.

X
et

cos(5o+j;^



33o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

placer leur sinus par l'arc et leur cosinus par l'unité, car, dans les

limites extrêmes de la pratique, — est au plus égal à {, ce qui répond

à un angle de (5 degrés, et même généralement plus petit. Par une

raison semblable, on peut remplacer par i — -p- De cette fa-

, + Ç
çon, les conditions (i^i) et (aS) deviennent respectivement

(26) j ('cosôo— ^sinôo W^ = poM — Çjfsi'iô'o + ^''^°^^'')

et

(27) f ('sin9o+Çcoseo)<^.y=^-Po(i -^)(cos9;-^'sinô;).

Pour satisfaire aux relations des équations (26) et (27), je néglige-

rai les termes en a° qui sont infiniment petits du second ordre, et pour

chacune de ces deux relations j'annulerai séparément la partie indé-

pendante de a, puis celle qui est multipliée par la première puissance

de a. On obtient ainsi les quatre conditions suivantes :

(28) / co&9gds = po&in6"ç,,
'

(29) r sinôyf/i^ c?-pocos6;,

XI s sin $ods= — pi sin 6'^ +- po i cosôp

,

(3i) I s cosQods = pi cos (>"g + pol^ynô^,.

Les deux conditions des équations (28) et (29) expriment que,

dans la position naturelle des spires, leur centre doit se trouver sur

l'axe du balancier, condition évidente à priori. En effet, en appelant

X et j les coordonnées d'un point quelconque de la courbe extrême,

dans sa position naturelle, on a

dscosQo = dx et ds)i\nO<, = dy.
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1

Par conséquent, en admettant que le centre O primitif des spires [fig. 5)

soit le centre du balancier, on a

/ cos Qgds = j dx = p^ sin &„

et

/ sin Oo^is= t df = â — poCQSÔ'ô,

c'est-à-dire que les conditions (28) et (2g) sont satisfaites. Passons

maintenant aux deux autres équations (3o)et (3i). Or, on a, en inté-

grant par parties,

1 s sin Qgds ^= j sdj ^=sy — j yds

et

/ sco?>Q„ds=i j sdx = SX — j xds.

Prenons maintenant les intégrales définies et, en observant que

si X, et J^ sont les coordonnées du centre de gravité de la courbe ABC
non déformée, on a

Jjds=^lj^ et / xds^ljc,,

J s sin Qffds = — pglcosÔ\ — Ij,
u

nous aurons

et

Js cos 0„ ds = Po / sin &'^ — /x,

.

Enfin substituant dans les équations (3o) et (3i) et faisant les réduc-

tions, on obtient

et

— ix, = f>3cose;,

42..
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ou

(32) r,= -^-jsmei,

(33) ^,= ~^-j cosô;,

conditions auxquelles doit satisfaire le centre de gravité de la courbe

extrême. Celles-ci, quoique fort simples, peuvent être mises sous luie

forme plus palpable, plus facile à énoncer et qui permet de trouver

très-facilement les courbes extrêmes qui les vérifient.

Imaginons, à cet effet, que la courbe ABC (Jig- 5) soit telle quelle

est naturellement avant toute déformation et que G soit son centre de

gravité. En divisant l'équation (Sa) par l'équation (33) membre à

membre, on a

tangGOX = tangS",.

Mais l'angle 6"„ = i8o° + COY. Donc

tangGOX = tangCOY
et

(34) GOX = COY.

Par conséquent, conune OX est perpendiculaire a OY, on voit déjà

qu'il faut que OG soit perpendiculaire à OC.

En second lieu, si on élève au carré les deux membres des équa-

tions (Sa) et (33), puis qu'on ajoute, on obtient

(0G)= = (Pi

ou

(35) 0G=^

On j)eut donc énoncer très-simplement do la manière suivante les

deux conditions auxquelles doit satisfaire, en construction, la courbe

extrême ABC :
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1°. Son centre de gravité doit se trouver sur la perpendiculaire me-

née parle centre des spires au rayon extrême de cette courbe, là où

elle se réunit aux spires.

2°. La distance de ce centre de gravité au centre des spires doit ètie

,2

égale à y) c'est-à-dire à une troisième proportionnelle à la longueur de

la courbe et au rayon des spires.

Je donnerai plus loin de nombreux exemples de courbes extrêmes

satisfaisant à cette condition, et au sujet desquelles l'expérience est ve-

nue, ainsi qu'on le verra, confirmer pleinement les déductions théo-

riques. Quant à présent, je me borne à faire remarquer que, d'après la

loi indiquée, le point de départ A étant, ainsi que cela sa pratique or-

dinairement, à environ la moitié du rayon, le point C sera générale-

ment plus facile à placer dans le troisième quadrant YOX' que dans

toute autre partie de la circonférence, et l'observation a conduit géné-

ralement à faire parcourir en effet à la courbe ABC un angle de i8o à

270 degrés autour du point O.

Il est à remarquer que la forme des courbes extrêmes est complè-

tement indépendante des dimensions transversales de la lame et même
de la longueur totale du spiral. Il suffit que celle-ci soit assez grande

afin qu'on puisse négliger les puissances de ^ et de -^ supérieures à

la première. Enfin, il est très-essentiel d'observer encore que cette

forme est complètement indépendante de la position relative des deux

courbes extrêmes l'une au-dessus de l'autre.

Conditioîis relatives au centre de gravité du spiral.

En remontant plus haut, j'ai fait voir qu'U était avantageux que le

centre de gravité de tout le spiral fût, au moins en construction, placé

sur l'axe du balancier. Or je vais établir que, non-seulement cette con-

dition n'est pas incompatible avec celle d'où découle la forme des

courbes extrêmes, mais qu'elle en est au contraire une conséquence

directe, de sorte que, à cause de cette forme même, le terme que j'ai

négligé dans le second membre de l'équation (3) devient, s'il est per-

mis de s'exprimer ainsi, un infiniment petit du second ordre, d'une
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part pni'ce que les composantes Y et X sont infiniment petites et en-

suite parce qu'il en est de même des cordonnées du centre de gravité

général du spiral.

En effet, soit ABC [fig. 6) la courbe extrême dont le bout A est fixe

et soit A'B'C lautre courbe extrême dont le bout A' est engagé dans

la virole du balancier. La figure suppose les choses dans l'état où elles

sont avant toute déformation. Soit COC = ê, S étant un angle quel-

conque.

On peut regarder le spiral comme formé de deux parties distinctes :

la première, composée d'un nombre entier de spires circulaires com-

mençant et finissant au point G et dont le centre de gravité est en O;

la seconde, comprenant les deux courbes extrêmes et l'arc CDC.
Cherchons le centre de gravité de cette seconde partie.

Or, si G et G' sont les centres de gravité respectifs des deux courbes

extrêmes, lesquelles sont, comme on sait, égales et symétriques, le

centre de gravité de leur ensemble se trouve au point H, milieu de GG'.

De plus, comme les angles COG, C'OG' sont droits, la ligne OH,

bissectrice de GOG', prolongée jusqu'en D, est aussi la bissectrice de

COC' et passe, par conséquent, par le centre de gravité K de l'arc

CDC'. En outre, l'angle OGH est égal à COR ou à ^ ê.

Appelons maintenant m le moment du poids dos deux courbes

extrêmes par rapport au |)oint O et m' celui de l'arc CDC par rapport
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au même point. On a

m=ily<.On = ilX OGsiniS,

ou, à cause de l'équation (35),

(36) m = 2p^sin^g.

D'un autre côté, en vertu de la loi qui donne le centre de gravité

d'un arc de cercle, on a

m' = po X corde ce,

ou

(37) »i'= 2f4sinig.

et il résulte des équations (36) et (37) que

m = m',

et, par conséquent, que le centre de gravité de l'ensemble des deux

courbes extrêmes et de l'arc CDC est au point O, et, par suite, qu'il

en est de même du centre de gravité de tout le spiral. Il est à remar-

quer que cette conséquence est indépendante de la grandeur de

l'angle ê ou de l'intervalle qui sépare les points C et C, ou, en d'autres

termes, de la position relative des deux courbes extrêmes l'une au-

dessus de l'autre.

Ainsi, grâce à la construction des courbes extrêmes, le centre de

gravité du spiral non déformé se trouve sur l'axe du balancier. Mais ce

n'est pas tout et l'on peut trouver, ainsi qu'il suit, les conditions né-

cessaires pour que, pendant la déformation, ce centre de gravité s'en

éloigne le moins possible.

Supposons, pour ne pas multiplier les figures, que la //g. 6 repré-

sente maintenant le spiral déformé et regardons encore celui-ci comme

formé de deux parties : l'une, composée d'un nombre entier de spires

circulaires, commençant et finissant au point C et dont le centre de

gravité est toujours le centre O du balancier, puisque, d'après la forme

des courbes extrêmes, le centre des spires reste invariable pendant la



336 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

déformation. L'autre portion du spiral est composée des deux courbes

extrêmes et de l'arc de cercle CDC. A cause que ces deux courbes

extrêmes sont égales et symétriques, elles resteront encore égales et

symétriques pendant la déformation. Par conséquent, G et G' étant

leurs centres de gravité, les angles COG, C OG' seront égaux quelle que

soit d'ailleurs leur valeur ; il en sera de même des deux lignes OG, OG';

le centre de gravité H de l'ensemble des deux courbes sera au milieu

de GG', et la ligne OH, qui est bissectrice de l'angle GOG' étant pro-

longée jusqu'en D, sera aussi bissectrice de l'angle COC' et passera

par conséquent aussi par le centre de gravité K de l'arc CC'.

Ce premier point établi, j'appelle (a?,), (j,), les coordonnées ac-

tuelles du centre de gravité G de la courbe ABC, lesquelles se réduisent

à X, et y,, lorsque la déformation cesse. En conservant toutes les no-

tations employées précédemment, ou a, pour un point quelconque

de la courbe ABC,

/ s cos $ds =
I
sdx =: SX —

I
xds

et

(38) f scosQds = lpsm6" — l{x^].

D'un autre côté, en désignant par Xo ce qu'était Vx de ce point

avant la déformation, on a

A cos 9 r/i =
I

.5 cos
(
$0 +Y )

'^•'^ ~
/ ^

\
^'*^*^o "~ Y ^'" ^"

)
^^

= j sdxo— ^ f
s^sxnôods — sXg— j x^ds —^ j s'sinSods.

Les développements de cette dernière relation résultent, d'iuie part

de la formule (i5) et ensuite de ce qu'on peut négliger les puissances

de — supérieures à la première. En passant ,iiix limites, on a donc

Jr*'

a r'
s cosd ds = lpoSinS"^ — l.x, — - / s'^i'tnôods.

•" Jo
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En égalant Jes seconds membres des équations (38) et (Sg), on en

tire

s'^sinôods.

En remplaçant p et 0" respectivement par

—

^-— et Q"^ "^ r^^ négli-

géant les puissances de ~ et de y supérieures à la première; puis met-

tant à la place de x, sa valeur (33), la formule précédente devient

(4o) {x,) = — ^-^coa6'[,—^ pi sm6\, -h -pJcosO"^ -h ^j s^swQods.

Je vais maintenant chercher d'une manière tout à fait semblable la

valeur de (j", ). On a

/ s sin 6ds = 1 sdj z=sy — l yds

et

(4i) Ç ss\neds = — Ipcosd"— l{x,)-

D'un autre côté, en désignant parj-^ ce qu'était l'j du point avant

la déformation, on a

/ ssinOds— j s sin (Og + '^j ds = j s (sin^o + ^cos5o) ^•^

=
I
sdjo-\- ^ I

s-cos6ods = sjo—
I
rods + ^ js^cosQods.

Il vient donc, en passant aux limites,

(42)
I

ssinôds = — IpoCOsO'g — lx,-\-j-
f

**cos5or/j.

En égalant les seconds membres des équations (40 et (42)1 on en

Tome V (î"! série) — Sei-temore 1860. 4'^
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tire

En remplaçant p et Ô" respectivement par—^ et Ô'é -+- ^ et iiégli-

géant les puissances de^ et de ^ supérieures à la première, puis met-

tant à la place dej , sa valeur (Sa ), la formule précédente devient,

(43) (j.) = - Pjsinô; +lplcose", + l po^sinS; -~£ s'co^9„</s.

D'un autre côté, au point C, la valeur de 9 avant la déformation est

$1 et, après la déformation, Ô'ô + ^- Au point C la valeur de 6 avant

la déformation est 0"^ -h § + lin, i étant lui nombre entier, et après

a a'

la déformation , ô; + § + 2m + - (L — /). Donc 6„ + g + a — -

est l'angle, plus petit que 36o degrés, formé par OC avec OA, et en

appelant (g) la valeur de l'angle COC' pendant la déformation, on a

(44; (g)=S + a--j--

De même, la valeur de l'angle plus petit que 36o degrés, formé par

OA avec la bissectrice OD pendant la déformation, est la moyeiuie de

celles relatives à OC et à OC ou égale à

6„ -f- -g-1- -a.

Par conséquent, comme l'angle HOA en diffère de 180 degrés, on a

(45) HOA = 6; + ig + ^a-i8o«.

Or OH est la projeclion de OG siu- sa direction, ou, ce qui revient

au même, la projection de (x, ) moins celle de (j, ) sur celte même di-



PURES ET APPLIQUÉES SS^

rection OH. On a donc

OH =: - (j,)cosHOA + (:c,)siuHOA,

ou, à cause des équations (4o), (43) et (45),

OH=cos(ô; + ^ê + ^a)

X (_ elsinô; + ^p^cosS; -Hf Po/sinS; - ^ jr\^cos5„^.)

X ( — ^y cos ô'o
— ^pl sin 5'ô + j- Po ^cos ^ o + ^ /

^'' sin 5„ cis
j

•

Puis, en nommant [m) le moment du poids de l'ensemble des deux

courbes extrêmes par rapport au point O, on a

(7ra) = 2Zx OH,

ou , à cause de la valeur précédente de OH et eu faisant quelques ré-

ductions faciles,

m = 2p5SHi^-S+-aj+— p-cos^-g+-aj

-^PoZsin(^^g-|-^aj -^/ *" cos
(^5'i,

- 5„ ^- ^ g + ^a)ds,

ou encore

{m) = 2f;gsin ^ig + iaj +^ pf, cos (^ g + ; «)

(46) { 2c< /i ^ ' \ r' , ,,» , -s ,

•COS ( -S + -flj| s^cos[6„ — Oojas

43.

L

2 a .

L \ 2
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Maintenant, en appelant (m') le moment du poids de l'arc de cercle

ce par rapport à O, on a

[m!) = j5 X cordeCC = 2(5*sin - (S),

ou, en remplaçant p par—^ = i — y-" et (S) par sa valeur (44)>
» _I L_

On a encore, en développant et négligeant, comme cela est permis,

les termes qui contiennent les puissances de a supérieures à la pre-

mière,

(47) [in') = -îpls\n(^-J+'-c;}j - î^'p^cos (^g + ia

4

L r 11
-—

\ 2 ' a
i^/5,^sin (-g +-a

Pour que le centre de gravité du spiral reste au point O pendant le

mouvement, il faut que pour toutes les valeurs de a, [m) et {ni) soient

égaux. Je vais donc égaler les seconds membres des relations (46) et

(47)-

Or on voit tout de suite que le premier terme apjjsin - g + - a
j
s'an-

jiule de part et d'autre et que le reste est divisible par a, ce qui devait

être, puisqu'on sait que pour a ^ o le centre de gravité du spiral est

en O. Je divise donc de part et d'autre par -r— > et il vient,

2p»cos(^g + ^a) - po^sin(ig-t-^a)

(48)

21îsin -S + -a
/ \ 2 2

=
-J

ces (^S -f- '-rj\ Çs^cos (S; - (J^)di..

-^sin (;ë + ^a) f i'sin(5;-5„)f/,ç.
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Or, il est à remarquer que, dans cette dernière relation, tous les

termes contiennent comme facteur le sinus ou le cosinus de - ë -i- - «
2 2

et que l'angle a n'y entre que sous la forme de ce sinus ou de ce cosi-

nus. Pour que la relation ci-dessus soit satisfaite, quel que soit a, il est

donc nécessaire et suffisant que l'ensemble des ternies multipliés par

ce sinus et par ce cosinus soient nuls séparément, ce qui donne les deux

conditions

Jo
(49)

et

(5o) / s''?Xrï[0'\,-Bo)ds = pal^ ~ 2pl.
Jo

^l

Telles sont les deux conditions qui doivent être autant que possible

satisfaites, afin que le centre de gravité du spiral ne s'éloigne pas du

balancier. Elles dépendent de la forme des courbes extrêmes, mais

nullement de leur écartement mutuel, car on voit qu'elles sont indé-

pendantes de l'angle ê.

Faute de pouvoir trouver à priori des courbes qui satisfassent aux

deux conditions précédentes, on peut néanmoins indiquer la manière

de vérifier assez simplement jusqu'à quel point les courbes extrêmes,

déterminées diaprés les régies précédemment exposées, satisfont aux

relations (49) et (5o).

En effet, si l'on rapporte la courbe ABC [fig- 5) a OC comme axe

des ^ et à la perpendiculaire OG comme axe des x et que l'on appelle

^' et j:' les nouvelles coordonnées, on voit que les conditions (49) et

(50) reviennent à

(

5

1
)

V s- dx' = — 2pf,l,.

(Si) j s'dj' = pol'' - ipl,

les intégrales étant prises depuis le point A jusqu'à C.

Or un premier moyen consiste à partager la courbe ABC en élémcnls

suffisamment petits et à obtenir les valeurs approchées des intégrales eu
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formant pour chaque point de division les produits ^^r/x' et j^^/7^'.

Mais il y a un autre moyen qui parle plus aux yeux et qui évite de

longs calculs.

Supposons (^g'. 7) que l'on projette tous les points de la courbe ABC
sur l'axe des jc, OB, et que sur chaque perpendiculaire DR on porte, à

FlG. 7.

partir de son pied R, une longueur RS égale à la longueur AD de la

portion de la courbe ABC comprise entre l'origine A et le point D cor-

respondant. On obtiendra ainsi une courbe MQSNP dont les ordon-

nées ne sont antre chose que les quantités désignées par s. Or, si l'on

nuiltiplie les deux membres de l'équation (5i) par —n, on a

— n Is'dx'^'infill,

et il résulte de \njig- 7 que cette condition revient à dire que le vo-

lume du solide engendré par la révolution de QNP autour de MOB
moins celui engendré par la révolution de MOQ autoin- du même axe,

doit être égal à 27:p„/ et, à cause du théorème de Guldin, on peut

convertir cette condition en cette autre :

« La surface QNP multipliée par le rapport qui existe entre l'or-

donnée de son centre de gravité et la longueur de la courbe ABC, di-

minuée de la surface MOQ multipliée par le rapport de l'ordonnée de

son centre de gravité à la longueur de ABC, doit être égale au carré

du rayon des spires. »
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La condition (Sa) peut être transformée d'une manière analogue.

Ainsi supposons [Jig. 8) que l'on fasse pour l'axe des j ou OC ce

Fie. 8.

qui vient d'être effectué relativement à OB. On obtiendra une courbe

MNP dont chaque point aura pour abscisse le s du ])oint correspon-

dant de la courbe ABC, et la condition exprimée par l'équation (52) re-

viendra à dire que le volume du solide engendré par la révolution de

la surface MNPC tournant autour de MOC doit être égal à

Trpo' pl-,

et cette condition elle-même, à cause du théorème de Guldiu, peut être

convertie en cette autre :

« La surface MNPC multipliée par le rapport qui existe entre lab-

scisse de son centre de gravité et le rayon des spires doit être égale à la

moitié du carré dont le côté aurait pour longueur ABC, moins le

carré du rayon des spires. »

En résumé, on voit que les courbes extrêmes indiquées pai' la théo-

rie concourent à l'isochronisme, en satisfaisant aux deux conditions

d'annuler toute pression contre l'axe du balancier et de placer le centre

de gravité du spiral entier sur l'axe du balancier, et cela quelle que soit

la position relative des deux courbes extrêmes l'une au-dessus de

l'autre.

Mais ce n'est pas tout. Elles ont encore la propriété de faire dispa-

raître certaines perturbations nuisibles poui l'isochronisme. Ainsi elles

réalisent le spiral libre, comme on dit dans la pratique, c'est-à-dire

eelui dans lequel l'axe du balancier, n'éprouvant aucune pression, est
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soustrait autant que possible au frottement et aux variations de celui-ci

qui résultent de l'épaississement des huiles. De plus, le spiral s'ou-

vi'ant et se fermant toujours bien concentriquement à l'axe, on évite

autant que possible la perturbation introduite par l'inertie du spiral.

Enfin une remarque importante trouve ici sa place. Certaines in-

fluences très-minimes, comme l'action des huiles, de l'échappement,

de la résistance de l'air, etc., n'ont pu entrer dans cette théorie, et cela

devait être, car on ne doit demander au calcul que ce qu'il peut donner.

Mais on a vu que toutes les propriétés inhérentes à ces courbes ex-

trêmes subsistent, quelle que soit leur position relative l'une au-dessus

de l'autre. Il en résulte que, pour obtenir le dernier degré d'isochro-

nisme pratique, on peut toujours joindre à leur emploi celui du moyen
dû en principe à Pierre Leroy et qui consiste à chercher la longueur

la plus favorable pour le spiral, puisqu'on peut disposer de l'angle que

font entre eux les rayons où naissent les courbes extrêmes.

Méthode pour trouver graphiquement les courbes extrêmes.

.Te vais maintenant expliquer la manière de trouver graphiquement,

par im procédé simple, les courbes extrêmes qui conviennent à chaque

cas.

Je suppose qti'on se donne la position du point A fixée par la quan-

tité <? et l'angle 6), qui détermine le point C [fig. 9}.

FlG. 9.

On mené le rayon extrême OC et le rayon perpendiculaire OD sur
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lequel doit se trouver le centre de gravité G de la courbe cher-

chée ABC.

Le dessin étant supposé aune échelle suffisamment grande, on cher-

chera d'abord à obtenir une courbe dont le centre de gravité soit

sur OD. A cet effet on tracera luie première courbe ABC, de senti-

ment, mais tangente en C aux spires. Puis, pour vérifier, on la par-

tage en éléments suffisamment petits et égaux, lo ou lu par exemple,

Ca, ab, bc, cd., etc; le dernier A« seul sera généralement plus pe-

tit que les autres. On marquera tout de suite le centre de gravité

de chaque élément en le considérant comme une petite ligne droite

ou, suivant les cas, comme un petit arc de cercle. Pour chaque centre

de gravité on mesurera sa distance à OD et on modifiera celle relative

à kn en la nndtipliant par le rapport de A« à la longueur com-

mune de tous les autres arcs. Avec cette modification, il devra arriver

que la somme des distances des centres de gravité qui sont d'un côté

de OD soit égale à la somme des distances de ceux qui sont situés

de l'autre côté. Si cette condition n'est pas remplie, il sera très facile

de modifier l'une des deux portions de la courbe de manière à y ar-

river.

Ce premier point établi, il reste encore à satisfaire à la seconde con-

dition, à savoir que la distance OG du centre de gravité au centre soit

égale à y) prêtant le rayon des spires et Z la longueur de la courbe ABC.

Or, pour obtenir l'écartement du centre de gravité de la courbe du

point O, on mesurera celui des centres de gravité de tous les petits

arcs, Crt, ab, bc, etc., de la ligne COE; on modifiera celle de ces dis-

tances qui répond à A7^ en la multipliant par le rapport de A m à la lon-

gueur des autres petits arcs. On prendra la somme algébrique de

toutes ces distances, en regardant comme positives celles qui sont à

droite de CE, c'est-à-dire du même côté que B, et comme négatives

celles qui sont de l'autre côté. On divisera cette somme par le nombre

des éléments C«, ab, etc. Ce quotient, qui donnera la distance OG,

devra être égal à y- Si cette égalité n'a pas lieu, il sera facile de mo-

difier la courbe de manière à v arriver, tout en continuant de satisfaire

à la première condition.

Tom'; V {%' série). — SEi'Tiv>iiii;h, 18G0. 44
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En effet, supposons, pour fixer les idées, que la distance OG ainsi

obtenue soit supérieure à ^- On prendra de part et d'autre du point B

deux arcs BM et BN tels, que le centre de gravité de leur ensemble soit

sur OD, ce qu'il sera aisé de vérifier, et on remplacera l'arc MBN par

un arc intérieur MIN dont le centre de gravité soit aussi sur OD et

dont le moment par rapport à CE sera évidemment moindre. Il est

évident qu'on arrivera ainsi très-vite au résultat cherché, et c'est en

effet ainsi que j'ai déterminé tous mes types de courbes extrêmes.

On pourra ensuite réduire la courbe extrême à sa vraie grandeur

par une courbe semblable tracée autour du centre.

On peut, ainsi que je l'ai fait voir, vérifier directement d'après les

tracés que les courbes extrêmes ainsi déterminées satisfont en réalité

à la condition que le centre des spires ne se déplace que d'une quan-

tité tout à fait insensible, dans les limites extrêmes des oscillations du

balancier. Afin de procéder à cette vérification, on tracera la courbe

par arcsdecercle successifs, Cfl, ab, bc, etc., en cherchant, pourcha-

cun d'eux, le centre et le rayon correspondant. Cette décomposition

de la courbe en arcs de cercle successifs est même toujours utile pour

la tracer graphiquement d'une manière plus régulière. Puis on cal-

culera les rayons de la courbe modifiée d'après la formule

1 I a

r r, L
I + j- /'o

A l'aide de ces nouveaux rayons, on tracera la courbe modifiée par

arcs successifs à partir du point A où la tangente n'a pas changé de

direction ; puis, en arrivant au point C, on portera sur la normale une

longueur égale au rayon modifié des spires, et ce centre devra se trou-

ver toujours sensiblement au point O. C'est en effet ce que j'ai tou-

jours obtenu.

Au sujet de cette vérification, il y a une remarque à faire. D'après

la manière dont elle est effectuée, la courbe se trouve décomposée en

une série d'arcs de cercle plus ou moins petits, dont les rayons varient

brusquement de l'un à l'autre, c'est-à-dire d'une manière discontinue.

Or, les calculs qui avaient conduit à la loi des courbes extrêmes expri-
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niée par les formules (32) et (33) supposaient les rayons de courbure

variant d'une manière continue. Dans l'espèce, cela n'a pas d'nnpor-

tance puisqu'il s'agit seulement d'une vérification à posteriori; mais

d'ailleurs il est facile de reconnaître que la courbe décomposée en

arcs de cercle de rayons variant brusquement de l'im à l'autre rentre

dans les conditions qui ont servi à établir les formules (32 ) et (33). En

effet, au point de rencontre et de tangence de deux arcs différents, les

deux centres de courbure sont placés sur la normale commune. Or

rien n'empêche d'échelonner sur cette normale une infinité de centres

de courbure intermédiaires infiniment rapprochés les uns des autres

et de substituer par la pensée au point de rencontre de deux arcs une

infinité d'arcs infiniment petits décrits de chacun de ces centres de

courbure intermédiaires. En opérant ainsi pour chaque rencontre de

deux arcs, on aura, pour tout l'ensemble de la courbe une série de

rayons de courbure et de centres de courbure variant tous d'une ma-

nière continue, et il est facile de reconnaître en revoyant tous les cal-

culs et tous les raisonnements qui ont conduit aux formules (32)et (33)

que rien n'y est contrarié par la nouvelle hypothèse dont je viens de

parler. On voit, en effet, ces vérifications aboutir au résultat prévu de

l'invariabilité du centre des spires.

De l'isochronisme du spiral plat.

Quant au spiral plat, qui est employé dans les montres, on peut ap-

pliquer, jusqu'à un certain point, les considérations qui viennent d'être

développées tout au long pour le spiral cylindrique des chrono-

mètres.

Ici il faut encore chercher si, pour toutes les valeurs par lesquelles

passe l'angle a, il est possible de déformer le spiral d'après la loi

de manière que l'un des bouts restant fixe avec une inclinaison con-

stante, l'autre extrémité, qui est celle la plus voisine du centre, satis-

fasse toujours comme position et inclinaison aux conditions de son

encastrement dans la virole du balancier. Or, dans la pratique, cet

44..
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encastrement a toujours lieu de manière que le spiral vienne s'appli-

quer tangenticllement dans la virole. Le problème est alors celui-ci :

« Chercher si, en déformant le spiral d'après la loi qui vient d'être

énoncée et prenant sur le rayon extrême une longueur constante égale

au rayon de la virole, on peut tomber sur un point ou centre occu-

pant une position invariable quel que soit l'angle a. »

Pour cela, il suffît de répéter les calculs qui ont été faits pour la

courbe ABC depuis la formule (r i) jusqu'aux formules (2a) et(23). Ici,

désignant par ^ " et ri" les coordonnées du dernier centre qui doit cor-

respondre à celui de la virole, on aura ^"' et /;
' par les mêmes for-

mules (22) et (28) avec la seule modification suivante. Le dernier

rayon à porter sur la normale correspondante étant celui de la virole,

|3i par exemple, qui est d'une longueur fixe, le facteur
"- qui

entre dans les formules(22) et (23) doit être remplacé par p, ; de plus,

/ devient égal à L. On a alors, dans le cas actuel,

(531 ï'" = — p,sin(e; -4- a) +
J

cosf 5o +
Ij)^^-^'

(54) ri" = — c? + p, cos(5"„ + a)+
I

sin [Qa + ^]
ds.

Cherchons maintenant les conditions pour que les coordonnées

^'" et vî
" soient nulles; soient

( 55) . r cos \%^ -h ^ j
ds = p, sin (5; + a)

et

(56) r sin(0„ + ^)f/^:=(?-p,cos(Ô; + «).
.,'0 ^ '

Ici nous sommes obligé d'imposer une condition, à savoir que l'angle a

soit sulfisamment petit pour qu'on puisse remplacer son sinus par l'arc

et son cosinus par l'unité. Dès lors on voit sur-le-champ que les rela-
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lions (55) et (56) peuvent être mises sous la forme :

cosdgds —
^ I

ssinQ^^ds — p, sinô", + v.p, cosQ\

et

/ s\n9o<^^ + r 1 s cosd ds = â — p,cos&'q + o:p,s\n6"^^.

En égalant séparément dans ces deux relations les parties indépen-

dantes de a et colles multipliées par a, qui se trouvent dans les deux

membres de chacune d'elles, on arrive au quatre conditions suivantes :

(57)
I

cos 9g ds =: p, sin6"f^,

Jo

(58) r sinÔo''.y = (?-p,cosô';,
Jo

(Sg) —
I

isin5„(/j = p,Lcos5'[,,

Jo

(60)
I

^cos^o^^i' = piLsinôg.
Jo

Il est facile de reconnaître que les deux premières conditions {37)

et (58) sont satisfaites par la construction même du spiral, ainsi que

les formules (28) et (29) l'étaient pour le spiral cylindrique; il reste

donc maintenant les deux conditions (59) et (60). Or, en intégrant

par parties, on a

I
5sin9o^J= / *f//=ij— I je

i scosOods= i sdx=:sx —
I
xds.

jds

et

Si donc on passe aux intégrales définies et qu'on appelle ^'1 et j^, les



35o JOURNAL DE MATHEMATIQUES

coordonnées du centre de gravité du spiral, on a

—
I

f sinSoc/ly = /3,Ecos5'g + L/,
«/o

et

S cos Qods :^ piL, sin
ô'J,
— Ljt, .

I/o

Enfin substituant dans les formules (Sg) et (60), on en déduit sim-

plement

(61) j:, = o et ^, = o,

c'est-à-dire que le centre de gravité du spiral doit être sur l'axe du

balancier.

J'ai supposé que, ainsi que cela a lieu ordinairement dans la pra-

tique, le spiral vient se raccorder tangentiellement à la virole du ba-

lancier. Il est facile de démontrer que, lors même que cette rencontre

aurait lieu sous un angle ê quelconque, on arriverait toujours à la

même condition x, = o et ^, = o.

En effet, soient CB {^ig. 10) la fin du spiral et C son extrémité. Soit

Fie. II).

SCT := ê l'angle des deux tangentes ; ce sera aussi celui OCD des deux

normales et l'on aura

(62) {CD = (5,cosê et OD = |5,sing|,

la ligne OD étant perpendiculaire à CI>.
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En appelant S,, et vj, les coordonnées du point D, elles se déduiraient

des valeurs (53) et (54), en y changeant p, enjs.cosê, et on aurait

(63) Ç, =: — ,0, cosSsin(5", + a) + / cos(Ôo + ^Wj,

(64) /î,= — c?+ ,o,cosêcos(6oH-«)-t- / sinhg + ^jds.

Désignons maintenant par ^"' et •/)" les coordonnées cherchées du

point O, et formons le triangle rectangle ODE dont le côté OE est pa-

rallèle à l'axe des x et celui DE à l'axe des j. En se reportant à la

figure 5, il est facile de reconnaître que l'angle DOE, égal à EDF, est

égal à 6'ô — i8o", diminué d'un certain nombre entier de fois 36o°.

Donc
OE= -ODcos(5; + a)

et

DE= - ODsin(ô; + a),

ou, à cause de la formule (62),
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En procédant comme cela a été fait précédemment, on voit que,

pour que ç'" et vî"' soient nulles dans les petites oscillations, il faut que
les quatre conditions suivantes soient satisfaites, savoir :

I
cos G ^ ds = p,s'm{6"^, — g),

.L

i s\nO„ds ^= â — p, cosf5", — Si,

—
1 .ysin^of/^ = pi Lcos(5y — g),

t o

Jl
scosdg(is= p,Lsin{0'[, — S).

o

Les deux premières conditions sont encore remplies par la construc-

tion même du spiral. Quant aux deux dernières, en les développant

exactement comme dans le cas précédent, on est conduit à

X, = o, 7, = o.

On voit par là que, pour le spiral plat ordinaire, l'isochronisme ne

peut avoir lieu que pour de petites oscillations. Mais il n'en est plus de

même du spiral dit spiral ramené parce qu'il est terminé par une

courbe ramenée vers le centre que l'on peut rendre isochrone pour

de grandes amplitudes dans les vibrations du balancier. En prenant

pour courbe extrême une des courbes théoriques dont il a été ques-

tion précédemment, le mouvement du spiral s'effectue conccntrique-

ment à l'axe; la pression contre celui-ci est sensiblement annulée et

l'on obtient de bonnes conditions d'isochronisme.

Allongcinetits el raccourcissements proportionnels

.

On peut se demander quels sont les allongements et les raccourcis-

sements proportioiuiels que subit le spiral j)endant les déformations.

Or on voit tout de suite que, en appelant / ce raccourcissement ou cet

allongement, on a

[m] i^lij
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car il esr égal à

Il est donc constant clans toute l'étendue du spiral, proportionnel à

l'épaisseur du fil et à l'angle de rotation, et en raison inverse de la

longueur de ce fil.

On obtient ici, sur le travail de déformation du spiral, des résultats

tout à fait analogues à ceux auxquels j'étais parvenu dans mon Mémoire

siu' les ressorts en acier employés dans les chemins de fer.

En effet, soit a la largeur du fil du spiral. Considérons dans sa sec-

tion transversale un élément infiniment mince, ayant pour hauteur a et

sa distance à l'axe neutre égale à i>; l'épaisseur de cet élément sera clv.

Soient p le rayon de courbure actuel correspondant à cette section et

rie rayon correspondant de fabrication. La force attractive ou répul-

.sive, agissant sur les faces latérales de cet élément, sera

Eavdv (- — -)•

L'allongement proportionnel est t» (
j , la longueur primitive

était ds. Donc, en passant du rayon p à p + dp, sa longueur s'accroît de

vd ( 7 j
^^ et le travail élémentaire développé par ce petit prisme est

Eav'di'(- - ^\d (^-^]ds.

Si donc po et p, sont les rayons de courbure extrêmes dans les li-

mites de la déformation, le travail total développé par ce solide élé-

mentaire sera

^-^[a-,T)"-(^-^r]*-
Si l'on considère la section entière du fil ayant la longueur ds, le

travail aura pour expression ( en faisant attention que / Eop'^/^A'^ M
)

Tome V (2"' série). — Oltouue 1860. 45
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Mais on sait qu'en général

/•

p L.

a étant l'angle de rotation correspondant. Donc ce travail est égal à

M
2L-

(a, — a.l)ds,

a, et «0, étant les angles de rotation du balancier répondant a

p, et po

Pour avoir le travail total absorbé par le spiral, il faut intégrer

par rapport à ds, depuis o jusqu'à L. Donc enfin ce travail total est

{69) ^{ai-ul).

Appelons /, et ig les allongements proportionnels répondant à a, et

kuo- D'après l'équation (68) on peut substituer dans l'équation (69)

à a, et ao respectivement et ") d'où résulte cette autre expres-

sion du travail :

Eae'
Remplaçons-y M par (en supposant la section rectangulaire) et

nous aurons pour le travail

g \'i 'ol

ou

en appelant V le volume du spiral. Ainsi, d'une manière générale, le

travail exigé pour la déformation de celui-ci dépend uniquement de son

volume ou de son poids et des allongements qu'on lui fait subir, mais

nullement de ses dimensions particulières.
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De l effet de la température sur le spiral.

On sait que les variations de la température influent sur la marche
d'un chronomètre ou d'une montre. On a déjà combattu cette cause

d'irrégularité, quant au balancier, par l'emploi du balancier compen-
sateur. Je vais ici m'occuper de l'influence exercée sur le spiral lui-

même.

Je suppose un spiral construit suivant les lois exposées dans tout ce

qui précède. Imaginons que ce spiral, fixé par une de ses extrémités

comme d'habitude, soit libre de l'autre et que sa température varie.

Je vais d'abord chercher ce que sera sa nouvelle forme, en admettant,
comme on le fait généralement, que, dans un corps homogène libre sou-
mis à un réchauffement ou à un refroidissement, la dilatation linéaire,

positive ou négative, soit la même dans toutes les directions.

Il est facile de démontrer que les déformations seront telles, que
tous les rayons de courbure varieront dans le rapport même de la di-

latation linéaire que j'appellerai s, rapportée à l'unité de longueur.

En effet, soient {fig. 1 1) X^ et X'^ les longueurs de deux éléments cor-

FjG. II.

respondant, dans l'état primitif, à un même centre de courbin-e O, et

dont les rayons de courbures sont

OA = r„ et OB = /„ -f- z^.

45...



356 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

On a

OU

— Y 1

Après la dilatation, /q, X„, X'^, Zg sont devenus r, X, X' et z et l'on a

Mais

r =
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conséquence

(70) ds =r. {, ^ i)ds^.

De plus, comme cir= {i 4- i)drg^ on voit que

dr dr^

OU bien

^5 = ^00-

Par suite

Je n'ajoute pas de constante, attendu que les valeurs de S et de 5o

sont les mêmes au point fixe. Le calcul se conduit maintenant tout à

fait comme dans le cas que je viens de rappeler. En appelant encore §

et vj les coordonnées du centre de courbure d'un point quelconque de

la courbe extrême déformée, on a

17')

J^)

r/§ = — (i + s)c?/'osin9o,

rf>i = (i + z)d\\co%Bo.

?' = — '''sin 5',-, = — (i 4- s) /; sin5'„,

•/?' = - 0* + /''cosô', == _ c? H- n + s) K.cosô'

i r = - (i + s)'-'oSin &'„ - (r + £) fsinOJr^,

[73 ) ;

-^

j

^" = _ c?+ (i + c)r;cos6;, + (i + c) Jcos5„f/;„.

^"'=^"_(p-r")sinr

= ?"-(> + 0/'osin5;-f-(i + £)/;sin5;,

y?'" = ïj" -h (j5 — /-"jcosS"

= vî" 4- ( t + £) |2„ cos 6", —
( I -h s) r", cos 5",

.

Remplaçant dans ^"' et y;'", ^" et yj" par leurs valeurs (73) et intégrant
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par parties, l sin5o^/'o et / cosO^dro, on a finalement

(75) r = - (> + s)poSin5; + {,+E)fcosQ^ds,

(76) •/3"'= — o'*+ (i + £)pocos5"j + (i + 1) 1 sinOods.

Il faut que c" et vj
' soient nulles, pour toutes les valeurs de s. On

doit donc égaler à zéro les seconds membres des équations (75) et(76).

En les simplifiant à l'aide des relations ( 28) et (29), on voit que la pre-

mière condition est satisfaite d'elle-même et que la seconde conduit à

(77) «^^^^

qui correspond à une courbe extrême partant du centre même des

spires.

Ainsi, en prenant pour courbe extrême une courbe théorique par-

tant de l'axe même du balancier, il arrivera que, par les changements

de température, ses extrémités n'exerceront aucun effort contre l'axe du

balancier, puisque, si un des bouts était fixe comme d'habitude et

l'autre libre, celui-ci viendrait de lui-même remplir les conditions de

position et d'inclinaison qui lui sont assignées.

Mais ce n'est pas tout et je vais démontrer que, le spiral étant dé-

formé par le changement de température, les courbes extrêmes remplis-

sent encore les conditions théoriques suivant lesquelles elles ont été

construites.

En effet, appelons ( x, ) et [j", ) les coordonnées du centre de gravité

de la courbe extrême déformée par la dilatation et jt, et jr, celles du

centre de gravité de la même courbe non déformée par la dilatation, et

supposons qu'on ait pris pour axes coordonnés deux axes rectangu-

laires passant par le centre des spires, celui des oc étant mené par le

centre de gravité de la courbe non déformée et celui des j passant, par

conséquent, par le point C, où la courbe extrême se raccorde avec les

spires.

On a, par rapport à la courbe déformée,

i s&inOds = ( sdr — sy —
j
jds,
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et, en intégrant dans toute Tétendue de la courbe extrême,

(78) f ssmQds = — IpcosÔ"- l{j,).

D'un autre côté, en comparant les points correspondants des deux

courbes, déformée et non déformée, on a

^ = (i-f-£)^o; ds = {\ + z)dSo; Z-— (i+s)/„,

Donc

et

(79) f
ssmeds=:{i -+-£Y{-l„p„cosùl-l^j,).

En égalant les seconds membres des équations (78) et (79) et faisant

attention que IpcosO" — (i + sYl^p^^cosO]^, il reste

Z(jr,) = (i + s)V„j,;

et comme j-, = o, on voit que

(80) (j.) = o-

De même, on a

I
scosOds =

I
sdx =:sx — j xds.

Donc

(81) f scosOds = lpsinO" — IIjc,).
Jo

D'un autre côté,

(82) / s cos 9ds •— {\ -h if f
° SoCos$o(^So = {i +iy{l„Po^^^^l — fo'<^^)

Jo Jo
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Egalant les seconds membres des équations (8i) et (82) et remarquant

que l^ sinô" se détruit avec (i + {fl„p„9,mQ\, il reste

mais j:, = ^; donc

ou

(83) (^.) = f

Les relations (82) et (83) montrent donc que les courbes extrêmes

remplissent les conditions relatives à l'isochronisme.

De l'influence dufrottement du balancier.

Il est généralement reconnu que pour que les frottements du balan-

cier soient négligeables, il convient que ses oscillations soient les plus

grandes possibles.

Ceci résulte de la théorie. En effet, considérons le balancier alors

qu'il s'éloigne de sa position d'équilibre, et soit p. le moment par rap-

port à son axe des forces de frottement quelles qu'elles soient. Dans

cette période, le moment [j. s'ajoute à l'action du spiral et on a

(«4) A^=-T-f^-'

d'où l'on tire en multipliant par idc/., intégrant et déterminant la

constante de telle sorte que la vitesse soit nulle pour a — ag,

, d'j.' M / ., o / s

et

Si l'angle «o n'est pas très-petit, le terme 2fJ.(ao — a) est extrêmement
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1

M
inférieur à — («„ — a*) et l'on peut écrire :

^^ = V^M(^) ('
-

'-^;:i;)' ^«= V^mr^)
ou

Je vais maintenant chercher le temps que le balancier emploierait à

aller de sa position d'équilibre à celle qui correspond à a = «q. Pour

cela, il faut intégrer l'expression précédente. Or l'intégration, entre

ces deux limites, de la première partie, y-rr > donne, comme

on sait, - V/Ty- Reste la seconde partie, savoir :

M V M ^u.\— y.' «0 + a

laquelle s'intègre aisément en la transformant en fraction rationnelle,

et l'on trouve pour son intégrale indéfinie, en négligeant la constante,

2fiL /al I a.

M sl< — «'

Pour Cf. = o, cette expression se présente sous la forme -; mais on ob-

tient facilement sa vraie valeur en cherchant les dérivées du numéra-

teur et du dénominateur. On trouve ainsi, pour l'intégrale, depuis

a = o, jusqu'à a = aa,

(87) ~'-è\/'-kk'

ce qui montre que, dans la demi-oscillation ascendante, la durée

de celle-ci est diminuée, par le fait du frottement, d une quantité

Tome V (2' Bérie) Octobre 18G0. 4"
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égale à

fiL /AL I

ou d'une fraction d'elle-même égale à

3p.L r

M a„

Quand le balancier revient vers sa position d'équilibre, le frottement

agit en sens inverse du spiral, et dans cette demi-oscillation descen-

dante on doit changer /jl en — |7, et, à cette différence près, on arrive

encore à la relation (85). Seulement il faut aussi, dans celle-ci,

changer le signe du radical, attendu que dv. est négatif et que dt doit

être positif.

En ayant égard à ces observations, le reste se termine de la même

manière et l'on trouve que la durée de cette demi-oscillation est égale

à -t/— , augmentée cette fois, au lieu d'être diminuée de la même
2 V M

quantité

fiL /ÂLjt_

INI

Donc le temps définitif qui s'écoule entre deux passages successifs du

balancier par sa position d'équilibre ou le temps d'une oscillation est

égal à n \/-jrj-' c'est-à-dire le même que s'il n'y avait pas de frotte-

ment. Seidement on ne doit pas oublier qu'il faut pour cela que l'ani-

plitiide des oscillations soit assez grande et que le frottement soit suffi-

samment petit.

On .s'explique très-bien ce fait signalé par le calcul, que la durée de

la demi-o.scillation ascendante soit diminuée par le frottement, tandis

que celle de la demi-oscillation descendante est augmentée. En effet,

quand le balancier s'éloigne de sa position d'équilibre, il est animé, à

cliacpie instant, d'une vitesse plus grande que celle qu'il aurait s'il fai-

sait, sans frottement, des oscillations de la même amplitude, sans quoi

le frottement l'empêcherait d'arriver au même angle «g. Donc la durée

de cette demi-oscillation est diminuée parle frottement. Au contraire.



PURES ET APPLIQUÉES. 363

quand le balancier revient à sa position d'équilibre, il a en chaque

point une vitesse moindre que celle dont il serait animé s'il avait par-

couru sans frottement le même angle, depuis la même limite «o, et pat*

conséquent la durée de cette demi-oscillation est augmentée par le

frottement.

A cause du frottement, s'il n'y avait pas l'influence de l'échappe-

ment, l'amplitude des oscillations irait continuellement en diminuant.

11 est facile de trouver quel serait l'angle a, qui succéderait à v.o, à

l'autre limite de l'oscillation. On a alors, en changeant dans la for-

mule (84) p. en —
fj.

et faisant —^ = o,

d'où

(88) «,= -«0

ou encore, comme on a

G étant le moment de l'action du spiral contre le balancier, on voit

que

(89) a, = -a„(i-^).

La formule (88) fait voir que le frottement diminue d'autant moins

l'amplitude des oscillations, que le spiral est plus court et que son mo-

ment d'élasticité est plus grand.

La longueur déjà considérable de ce Mémoire a rendu nécessaire la

suppression de ce qui restait du travail que j'ai présenté à l'Académie

des Sciences. Mais je vais expliquer très-succinctement en quoi consis-

tait cette dernière partie.

Elle comprenait: 1° la démonstration delà concordance entre les

principes qui ont servi de base à la théorie du spiral et la théorie ma-

thématique de l'élasticité; 2° les très-nombreuses expériences par les-

46.
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quelles j'ai coiislaté son accord, dans tous les cas possibles, avec

l'observation.

Cesvérificalionsontporté surdeux résultats principaux, savoir : i° la

formule qui donne la durée des oscillations du balancier et du spiral,

et en particulier la proportionnalité, comme pour le pendule, entre

cette durée et la racine carrée de la longueur développée du spiral;

2" l'influence exercée par la forme théorique des courbes extrêmes

sur l'isochronisme.

Outre que cet accord a toujours existé d'une manière aussi parfaite

qu'on pouvait le désirer, il est remarquable que les résultats de la

théorie se trouvent toujours cadrer d'une manière singulière avec les

notions générales qui sont admises dans la pratique.

Ainsi voici quelques citations :

D'abord un extrait du Traité d'Horlogerie de Moinet, ancien Prési-

dent de la Société Chronométrique de Paris (i855). On y lit (t. I,

p. 92) :

« L'isochronisme des vibrations ne se trouve que dans les spiraux

dont les tours sont nombreux et par suite plus serrés; ils s'ouvrent

et se ferment ainsi plus concentriquement et ne tendent que faiblement

à porter les pivots vers un côté quelconque de leurs trous, etc. »

On lit dans le même ouvrage (t. II, p. /j^/i)
•'

« En raccourcissant lui spiral trop long, il convient d'en ramener

les deux extrémités vers le centre par une courbe adoucie et formée

peu à peu au moyen de pinces à spiraux chauffées convenablement et

qu'on laisse même refroidir dans leur action, afin que la lame conserve

sa courbure. Celle-ci emploie un demi-tour et même trois quarts de tour

pour se rapprocher du centre à environ la moitié du rayon des autres

tours restés concentriques, etc., etc.

» La courbure des extrémités du spiral a pour but de le faire dévelop-

per plus cylindriquement, et d'éviter qu'il ne se jette de côté dans les

vibrations, ce qui changerait l'équilibre de l'ensemble, la distribution

de sa puissance et même l'isochronisme des arcs de diverses éten-

dues, etc. ))

Dans le Traitédes Echappements Aq Claudius Saunier (i855), ancien

Directeur de l'école d'Horlogerie de Màcon, on lit (p. 137) :

« Plus un spiral est long, plus il est propre adonner l'isochronisme
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(les vibrations et moins il occasionne de frottement aux pivots du ba-
lancier, son travail se faisant bien plus concentriquement à ses pivots

qu'avec tm spiral court qui les repousse fortement contre les parois du
trou. »

Dans le même ouvrage, p. 296, on lit :

« Deux écoles, si nous pouvons parler ainsi, se sont formées à pro-

pos del'isochronisme du spiral: l'ancienne, qui cherche l'isochronisme

dans la seule longueur de la lame ; la nouvelle, qui le trouve, et plus
facileuient que l'ancienne, dans la longueur combinée avec la forme,
c est-à-dire parles courbes qui terminent celte lame. »

Et plus loin, p. 3oo, on lit :

« Les courbes intérieures et extérieures, ainsi que nous l'avons déjà

recommandé à propos de l'échappement Duplex, doivent être faites

avec beaucoup de soin; c'est en grande partie à la forme de ces
courbes que le spiral doit son développement régulier et de n'être pas
jeté de côté par les grandes vibrations. L'observation constante du jeu
des spiraux, après avoir préalablement étudié leur forme, et des essais

faits avec intelligence, apprennent promptement à l'ouvrier quelles
sont les courbures qui régularisent le mieux ce développement. »

On lit encore dans le journal la Tribune chronométrique, numéro
du 1 5 janvier j85i, p. 17 :

« Les artistes doivent s'attacher particulièrement à bien faire les

courbes concentriques des deux extrémités du spiral qui doivent
entrer l'une dans la virole du balancier, et l'autre dans le piton fixé sur
le coq

: car c'est de cette courbure que dépend en partie l'uniformité
dedurée dans les grandes commedanslespetitesvibrationsdubalancier,
et c'est là, comme nous l'avons dit, ce qui constitue l'isochronisme. »

On remarquera que tous ces principes généraux, qui sont éclospour
ainsi dire de l'expérience et de la pratique, sont une conséquence di-

recte de ma théorie.

Je mentionnerai ici deux faits intéressants. Parmi les constructeurs
qui ont bien voulu me demander communication de mes courbes,
M. Jacob, chronométrier très-connu de Dieppe, m'a informéqu'un des
types que je lui avais remis se trouvait être identique avec une forme
de courbe à laquelle il avait été conduit par tâtonnements il y a une
douzaine d'années et qu'il avait appliquée à un certain nombre d'aji-
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pareils qu'il avait livrés à la marine. Quoique les spiraux n'eussent

guère que six tours, ils avaient très-bien fonctionné, les appareils

avaient satisfait à toutes les épreuves imposées par l'État et, après plu-

sieurs années de service, leur marche qu'il avait relevée, était encore

très-bonne. C'est le type qui répond à un angle de aSS degrés autour

du centre.

J'ajouterai encore que, relativement aux spiraux plats à courbe

extrême ramenée, M. Garnier, horloger de la Marine, m'ayant prié de

lui faire, d'après la théorie, un tracé de courbe extrême dans des con-

ditions données, celle que je lui ai remise s'est trouvée coïncider, à

une différence insignifiante près, avec celle que les résultats d'une

longue expérience lui avaient indiquée comme étant la plus conve-

nable.
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SOMME D'UNE SÉRIE;

Par m BESGE.

La série dont je veux parler, savoir

I I .3.5
'

I 3.3' 1.2 2=5' 1.2.3 2=7' '

a pour terme général

I .3.5. . . (an — 1)

1.3.3. . . n :i"[in -4-i)'

J'ignore si l'on a déjà remarqué la valeur simple que voici de la

somme S de cette série : . '
.

s = |e + i(i°g^^

En tout cas cette valeur résulte immédiatement de l'équation suivante,

que je trouve dans un Mémoire de M. Vinckler :

Observez, en effet, que
I

puis développez
1

en série par la formule du binôme, effectuez ensuite les intégrations
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et divisez par 2. Vous arriverez précisément à l'équation écrite plus

haut :

71 TV

On nie pardonnera, j'espère, ces quelques lignes au sujet d'une

série dont la forme est élégante. Au reste, mon but est surtout d'atti-

rer l'attention des géomètres sur les travaux de M. Vinckler, où l'on

trouvera plusieurs résultats curieux.
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SUR

LES DIVISEURS DE CERTAINES FORMES DE NOMBRES
QDI

RÉSULTENT DE LA THÉORIE DE LA DIVISION DU CERCLE ;

Pau m. E.-E. KUMMER

(Traduction de M. Hoijel.)

Si l'on partage en périodes les racines imaginaires de 1 équation

p étant un nombre premier, et que l'on forme ainsi e périodes de f
termes chacune, e e\. f étant tels qu'on ait

on sait que ces périodes sont les racines d'une équation algébrique du

degré e, dans laquelle le coefficient du terme le plus élevé est égal a

l'unité, tous les autres coefficients étant des nombres entiers. Soient x
une racine imaginaire quelconque de l'équation

rP=.,j:'' = I.

et g une racine primitive du nombre premier^. Ces périodes, que nous

désignerons, pour abréger, par

auront les valeurs suivantes,

n = oc -+- JC" -{- X^ + . . . + X^ ,

V]
I
= X° -h X" -{- X" + . . . + x^ ,

Yie-i = OCS + xS -h X^ +...-+- X^

Tome V {i' série'*. — Octobre i8Co. 47
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En posant maintenant

? (j) = (7 - >:) (J - >3.) (J - >îO • • • (r - "e-.),

on aura aussi

«,,«3, rtj, . . ., a^ étant des nombres entiers, que l'on peut déterminer

dans chaque cas particulier. Nous allons actuellement considérer cette

fonction rationnelle et entière cp (j") comme une forme sous laquelle

on peut représenter certains nombres, et nous allons chercher les di-

viseurs que peut avoir cette forme. Pour cela, nous ferons usage de

congruences où entreront non-seulement des nombres entiers réels,

mais encore les périodes irrationnelles et souvent imaginaires

et, en conséquence, nous devrons commencer par fixer le sens que

l'on doit attacher à de semblables congruences. Toute fonction ration-

nelle et entière de ces périodes, ayant pour coefficients des nombres

entiers, peut se ramener, comme on sait, à la forme linéaire

et cela d'une seule manière. Nous attribuerons donc, en vue de notre

but actuel, à l'idée de congruence une extension telle, que deux fonc-

tions rationnelles et entières des périodes soient dites congruentes sui-

vant le module q (lequel doit être un nombre premier), lorsque, après

avoir réduit la différence de ces fonctions à la forme

tous les coefficients c,c,, c^, . . .,Ce_, de cette différence sont divisibles

par q. D'après cette définition, on peut ici, comme dans le cas des

congruences ordinaires, négliger les termes qui contiennent en fac-

teurs le module q; on peut aussi ajouter ces nouvelles congruences

entre elles, les soustraire, les multiplier, et les élever à des puissances.

Nous prendrons maintenant pour point de départ cette proposition
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connue, que, si q est un nombre premier, les coefficients

b, b,, ^2,..., bg_,,

du produit développé

z{z — i){z—2)...{z — q+ i) = zi—bt:^-'-\-h^z''-^—...-hbg_,z,

sont tous divisibles par (7, à l'exception du dernier 6^_,, leq\iel, divisé

par q, donne pour reste — i. En effet, pour toute valeur de z, ce pro-

duit, résultant de la multiplication de q nombres entiers consécutifs,

est divisible par q. On a par suite

z?— bfZ"^-' + 6sZ?-^ — . . . + bg_,z^o (mod.9),

et puisqu'on a, d'après le théorème de Fermât,

:^^z,

il s'ensuit que

— è,z«-'-t- b^zi-^ — ...-+- {bg-,+ i)z= o (mod.y).

Mais cette congruence, de degré q — i, ne peut avoir q racines diffé-

rentes. Elle doit donc être identiquement satisfaite, d'où résulte que

l'on a

b,^bt^bi=i. . .~:bg_i^=bg_i + I (mod.ç).

Posons maintenant, dans l'équation précédente,

Z= J-ÏJi,

et laissons de côté tous les termes divisibles parc: on obtiendra ainsi

le congruence

(A)

Or on sait que, dans le développement de la puissance q d'un binôme,

si q est un nombre premier, tous les termes, à l'exception du premier

47-
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et cUi dernier, sont divisibles par q. Donc

De plus, Yii, est un polynôme de y^ termes, et lorsqu'on élève un sem-

blable polynôme à la puissance q^ les coefficients de tous les termes

sont divisibles par q, excepté ceux des termes formés des puissances
qtimes jgg^ termes du polynôme. Par conséquent, on a

r^l^xis' + x'>s'^'+ x''^"^' + . . . -h ^?=""-'''"'(mod.7),

et, si l'on suppose

q= g' (mod.p),

il résulte de là, en général,

/3^= /3r+/i (mod.^)»

mais, dans le cas particulier où q ^ p,

l^a congruence

(j ->'*)'= j'--'î' (mod.ç)

se change donc généralement en

et, pour le cas particulier de q = p, elle devient

(jr - rn)''=j - f {mod.p).

En donnant successivement à A", dans cette expression, les valeurs

o, 1, 2,. . ., e— I,

et faisant le produit, il vient

[^{f)]p
= {j-JY (mod.p),
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d'où il résulte que 9 {j) contient p en facteur pour j-^f, mais ne le

contient pas pour toute autre valeur de j-; en d'autres termes, la con-

gruence

?(7)=o (mod.p)

a toujours une racine réelle, savoir

Revenons à la recherche de la valeur générale du facteur premier (/

poui' lequel on a

q— g' (mod./j).

Au moyen de la congruence

la congruence (A) se change dans la suivante,

(B)j {7--n^)i7-^--^Ml^_^-^--nkJ^..Xf-q-^^-Vk)\^^^^^_^

Il faut distinguer ici deux cas: le premier, lorsque r est divisible par e;

le second, lorsqu'il ne l'est pas. Si r est divisible par e, alors ri/, = '^k+n

et par suite

(j -~-nk){j — i — nk){j--i-rik)...{j—q-h\ — -rik) = o (mod. q).

En prenant successivement

A- = o, I, 2, . . ., e — I,

et faisant le produit de toutes ces congruences, il vient

? (j) ? (j - ? (j - 2) • . ? (j - 7 + 0=0 (mod.9*).

Il faut donc que e de ces facteurs soient divisibles par q, ou bien que
quelques-uns d'entre eux contiennent plusieurs fois ce facteur q,
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toutes les fois que l'on a

q—g" (mod.p),

et que r est divisible par e, c'est-à-dire toutes les fois que q est un

résidu de puissance e''™" pour le nombre premier. De là on déduit le

théorème suivant :

Tout nombre premier qui est un résidu de puissance e""^^ de p, est un

diviseur de iaforme <f[y); ou, en dautres termes, la congruence

?(j) = o (mod.7),

lorsque q est un nombre premier et en même temps un résidu de puis-

sance é'"^ de p, a toujours e racines réelles, dont plusieurs peuvent

devenir égales entre elles dans des cas particuliers.

Le cas particulier où les périodes sont composées chacune d'un seul

terme, et où elles sont, par conséquent, égales aux racines imaginaires

elles-mêmes de l'équation

donne ce résultat connu, que la congruence

xP~* -H xP-* 4- .rP-* + . . . -t- a: + I ^ o (mod. q)

à toujours p — I racines réelles, lorsque le nombre premier q est un

résidu de puissance [p — if'"" de p, c'est-à-dire lorsque

ç = 2 mp -h I .

Après avoir fait voir que tous les nombres premiers, qui sont des

résidus de puissance e""" de p, sont des diviseurs de la forme y (j),

il reste en second lieu à examiner si cette forme a encore, ou non,

d'autres diviseurs que ceux que nous venons de citer et le diviseur /9.

Soit donc encore

.7= g' (mod./;),

mais supposons r non divisible par e. Dans ce cas, si l'on remplace

successivement, dans la congruence (B), k par

o, I, a,..., e-\,
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et que l'on fasse le produit des résultats, il vient

?(7)?(j-0? {j-2)...?(j-?-*-i)= P (mod.7),

en posant

P, étant une fonctipn syuiétrique de toutes les périodes, sera un

nombre entier. Pour des valeurs déterminées de p et de e, lors même

qu'on donne à r toutes les valeurs possibles, ce nombre P ne pourra

contenir qu'un nombre fini, déterminé et relativement très-petit de

facteurs premiers différents; et comme o (j) ne peut contenir d'autres

facteurs premiers différents que ceux qui entrent dans P, il s'ensuit

que c'est seulement dans des cas exceptionnels que ç (j) pourra con-

tenir un nombre toujours limité de ces facteurs qui ne sont pas des

résidus de puissance e'^"" de p. Pour examiner de plus près dans quels

cas ces facteurs premiers exceptionnels peuvent se rencontrer dans P

et par suite dans y (j), nous emploierons la congruence

(>Ja
- yj,+A)'= >3A+r — >7A^2r {mod.q),

que l'on peut vérifier en jetant lui simple coup d'œil sur les principes

établis précédemment. En élevant les deux membres de cette con-

gruence plusieurs fois de suite à la puissance q, on obtient la con-

gruence plus générale

(C) (-/Ja
- ï3,+A)**= »!Ar+A - >7(A+0r+* (mod. 7).

Si l'on y fait successivement

h = o, I, 2, . . ., e — I,

et que l'on forme le produit, il vient

^{flk— ^r+k) iyir+l, — >3 2r+k) • • (>7 («- ) )r
" >5 (e- i}r+k) )

Si maintenant r n'a aucun facteur commun avec e, les indices des pé-

riodes

A, r+k, ar-i-A-, ..., {e—t)r+k,
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pris dans un antre ordre, seront congrus aux indices

o, 1

suivant le module e. Le produit qui compose le second membre n'est

donc autre chose que le produit P, et comme, par hypothèse, P doit

être divisible par q, on a donc

[riH- vîa.a)'"'"''"-
••"''"' =o (mod.ç).

En élevant maintenant à la puissance q — i, on a

(•/3a
— ï!^+aK"' =o (mod. ç),

puis, en multipliant par vj^ — ^ih+ri

(Ia — r^r+kY^ o (mod. q),

d'où résulterait, en vertu de la congruence (C),

>7* — ï3r+A= o [moà.q],

ce qui est impossible. Le produit P n'a donc point de facteur premier

q tel, que l'on ait

5= g'' (mod.p),

r n'ayant aucun facteur commun avec e. Donc, dans le cas où e est un

nombre premier, on a le théorème suivant :

La forme y [j], lorsque son degré e est un nombre piemier, na,

outre le diviseur p, que des diviseurs résidus de puissance e par rap-

port à p.

Mais dans le cas où le degré de la forme ç [y] n'est pas ini nombre

premier, le résultat trouvé peut s'énoncer comme il suit :

La forme
<f (j) n'a en général, outre le diviseur p, pour diviseurs

que des nombres premiers, résidus de puissance e par rapport à p;

mais elle peut, en outre, avoir encore un nombre Jird et déterminé

d'autres diviseurs, lesquels doii'ent être, par rapport à p, des résidus
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(le quelqu'une des puissances a, jS, 7,..., en désignant par a, |3, /,..-,

les diviseurs e autres que l'unité.

On peut indiquer d'une manière encore plus précise les conditions

pour queç (j) contienne des diviseurs spéciaux, qui ne soient pas

résidus de puissance e'^'"'. Soit, en effet, a le plus grand diviseur

commun de r et de e, et

r = r'a, e=e'c/.;

dans la congruence (Cj faisons successivemeut

A = o, r, a,..., e'— 1

,

et multiplions entre elles les congruences ainsi obtenues; il viendra

En donnant ensuite à k les valeurs

o, I, 2,..., a — I,

et faisant la multiplication, le produit dans le second membre devient

égal à P, comme on peut s'en convaincre immédiatement, en remar-

quant que les nombres de la forme hr+ k, pour

/i = o, 1, 2,...,e'- 1, A=ro, i,2,...,a- 1,

r=r'a, e — e'a,

donnent, relativement au modulée, tous les restes

o, I, 2,..., e—\.

On a donc, P devant être divisible par q,

En élevant encore à la puissance ry — i, et multipliant par

{n — 'îr)(''î. — ';r+l)---(''îy.-, ~ ''«H-r-l)'
/ Q

Torce V (2' série). — Octobre 1860.
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il vient

relation qui, en vertu de la congruence (C), peut se mettre sous la

forme plus simple

{fl - rtr){ri, - -z;,^,) •••(•'!,._, -•'î,^.+,._,)= o (mod.^).

Il faut donc déjà que le produit des a premiers facteurs du produit P

contienne le facteur ^, pour que P ou ç (
J') puissent le contenir. Cette

condition restrictive pourrait faire soupçonner que ces facteurs excep-

tionnels, qui ne sont pas résidus de puissance e, pourraient bien ne

pas exister non plus dans le cas où e est un nombre composé. Mais on

peut s'assurer, sur un exemple simple, qu'il n'en est pas ainsi, et

qu'il existe réellement de tels facteurs. Prenons

p = i09, e = 6.

On a, par les méthodes connues,

?(j) = j' + j' - 45 j* - 10 j' + 135 j- + 97 - 27,

d'où il est facile de tirer, pour

r = o, I, 2, 3,4, 5,

les valeiu's suivantes de o (7),

çp^o)=-3', 9(1)= 2«, 'v{i) = -\']3,

(p[3) = - l'.V, (p(4) = -487i, (p(5)=: -2«.ir3.

Les diviseurs 2 et 3, qui se rencontrent dans ces valeurs, ne sont pas

des résidus de puissance 6" de 109; ce sont donc des diviseurs tels

que ceux, que nous avons signalés, a est lui résidu cubique, et 3 un

résidu quadiatique de 109, ce qui est parfaitement d'accord avec le

théorème précédent. D'ailleurs, dans le cas actuel, 2 et 3 sont les

seuls facteurs premiers de f{j) qui ne soient pas résidus de puis-

sance 6'^.
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Nous allons considérer encore deux cas particuliers importants,

pour lesquels nous ferons voir qu'il ne peut jamais exister de lecteurs

qui ne soient pas résidus de puissance é^"" par rapport à p: ces cas

sont celui où la période n'a qu'un terme, et celui où elle en a deux.

Si l'on a

e ^= p — I et y = I
,

alors

par conséquent,

V — {x — xs) {xs - .rs') . . .
{xs''~' — xs'"')

et, en détachant du premier facteur x, du second x^ , du troi-

sième J?° ',..., il vient

P = (i-x«-')(i -x="(«-'')...(i -.xs^'^^'s-").

Puisque Ion a maintenant

{z — x'"){z — x'"s)...{z~x'"--''~") == -J-' + 3P-^ + ... + z-+- r,

il viendra, en faisant z = i , m = g^ — i

,

P = p.

P ne contenant pas d'autre facteur que p, il en résulte la proposition

connue que /"''"' + /^~^ -\-...+ j + i ne peut contenir, outre le divi-

seur p, que des facteurs résidus de puissance [p — i)'""» par rapport

à p, et représentés par conséquent par la forme linéaire

q^i mp -+ I .

Si maintenant les périodes sont à deux termes, c'est-à-dire si l'on a

alors

r, = X + x~^ , yj I
= j:» -h X"" , r, ^= x^' -^ x *'*,...,

48..
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et l'on sait que, dans ce cas,

(^-3)(e-4) ^,^,

De plus, on a

1 . 2 r -

expression qui se décompose en factenrs de la manière suivante,

En donnant maintenant à k les valeurs

O, I, 2, ., /J-2,

et faisant le produit, on trouve facilement

d'où

Donc, dans ce cas encore, P n'a pas d'autre diviseur que p; d'où il ré-

sulte que la forme

?(r)=r+r-'-'-r^r-'-~ }'-' + ..

.

n'a, outre le diviseur/?, que des diviseurs résidus de puissance (^-^)""

par rapport à p, lesquels sont par suite de la forme

2mp :
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La méthode que nous avons appliquée, dans ce qui précède, à la

forme f{j), donne presque de la même manière les facteurs premiers

d'une forme, beaucoup plus générale et très-remarquable, du degré e

avec e indéterminées. En effet, si l'on multiplie entre elles les fonctions

linéaires suivantes des périodes,

F(-/j)=Z-/3 +Z,-/3, + Z2-/32+...+ z^_,-,3^_,.

leur produit

Y=F(-/î)F(-4,)F(-fl,)...F(y3,_.)

sera une fonction homogène, de degrés et à coefficients entiers, des e

indéterminées

Cette forme, comme nous allons le faire voir, présente, relativement à

ses diviseurs, une analogie complète avec la forme moins générale 9(7)
que nous venons d'étudier. Nous démontrerons d'abord le théorème

suivant :

Tout nombre premier q, résidu de puissance e'^""^ de p, est. ains!

que p lui-même, un diviseur de Informe W.

Considérons d'abord le diviseur p. On a, d'après les principes dont

on a fait précédemment usage,

F{-n/,)P= {z + z, + -, + ... + z,_,)/ (mod/;);

si donc on choisit les indéterminées r, z,, z^,..., :,_, de telle sorte que

leur somme soit divisible par p, on aura alors

F(y;,)''=o (modp);

et en faisant successivement

k = o, I, 2,..., e — I,
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et multipliant entre elles les congruences résultantes, il vient

W=o (mod.p),

et par suite aussi

¥^o (mod. p) ;

p est donc un diviseur de la forme W.

Pour démontrer ensuite que tout nombre premier q, résidu de puis-

sance e'^™ par rapport à p, est toujours aussi un diviseur de W, je

suppose la seconde période Tj, mise sous la forme d'une fonction ra-

tionnelle et entière de la première période /j, ce qui, comme on sait,

est toujours possible. Soit donc

alois on aura

r„= QQ{r,), -/ja
== 000 (vî),....

Prenons, au lieu de z], une quantité indéterminée j, et formons l'ex-

pression

F(j).F(0j).F(00j)...F[0(''-'ij-]-iF,

laquelle sera une fonction rationnelle et entière àe y. Cette expression

sannule évidemment si l'on y fait j :=.-/], ou j =: >;,, ou j" = r^-i,-.-,

elle doit donc contenir le facteur

(jr - y;) (r - ï?, ) [r— -ni)-\r— •/;.-, ),

que nous avons désigné ci-dessus par 9 (j). On a, par conséquent,

F(j).F(0j).F(00j)...F[0(*-*)j]-¥ = (p(j).«ï),

$ désignant encore une fonction rationnelle et entière de^. Si l'on

prend maintenant pour j' une racine quelconque de la congruence

?(j)= o (mod.^)

(laquelle a toujours e racines réelles, comme nous l'avons prouvé lors-
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que q est un résidu de puissance é''"" par rapport à p), on aura

F(7).F(0j).F(00r)...F[e<^-'\7-]5=M^ (mod. 7).

Si donc un facteur quelconque de ce produit devient divisible par q.

W deviendra également divisible par 7. On peut donc toujours choisir

les indéterminées

de telle manière que la forme Y admette le diviseur 7, et la condition

qui nous sert à fixer ces valeurs est simplement que, si daus l'expres-

sion

F(>:) = z-ri + z, >7, + Zj-/)2 + - • • + Ze-i "'?e-i)

on remplace /j, >;,, vjo, . . ., /j^.,, non plus par les racines de l'équa-

tion

9 (7) = O'

mais par les racines de la congruence

?>(r)= o (mod. 7),

prises dans un ordre convenable, on doit avoir

F(ï;)^^o (mod. q).

Les facteurs premiers, résidus de puissance e"''"'' par rapport à p,

forment encore ici les diviseurs les plus importants de la forme M^, et

ce n'est qu'exceptionnellement qu'il peut, outre ceux-là, en exister cer-

tains autres, dont nous allons étudier de plus près les conditions d'exis-

tence. Soit q un nombre premier tel que l'on ait

7= g' (m«d. p),

r n'étant pas divisible par e. On a alors

¥ [y,]''~Y [rir] (mod. q).

Élevons cette congruence plusieurs fois de suite à la puissance q, ce
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qui donne

F{Y,f=F{r„,) [mod.q).

Faisant snccessivement

/z = o, 1 , 2, 3, . . . , e — I ,

et multipliant entre elles les congruences ainsi obtenues, il vient

F(--l)'-'-»^----*'-'= F(y,)(>î,)F(rj,,)...F(yj„_,„) (mod. q).

Si maintenant r et e n'ont aucun facteur commun, les indices

o, /', ir, 3r, ..., (e — i )r

seront congrus suivant le module e avec les indices

o, I, 2,..., e— I,

pris dans un autre ordre; donc le produit du second membre est égal

à 'F. Or ¥ devant admettre le diviseur q, il s'ensuit que l'on doit

avoir

F(y3/-^'i'+'''+---+''"'= o (mod. 7),

d où résulte, comme précédemment,

F (•/î)^o (mod. q).

Mais, pour que F (v;) soit divisible par q, il faut que chacun des coef-

ficients des périodes, et par suite que les indéterminées

2) 2,, Zo,..., Zf_|

soient toutes divisibles par q. De là nous concluons le tliéorème sui-

vant :

6'// n'existe pas de facteurs communs à toutes tes indétenninées de

laforme W, cetteforme Ji admettra pourfacteurs premiers, outre le di-

viseur p, que des résidus de puissance e par rapport à p ; en d'autres

fermes^ si e contient les diviseurs cf., ^, ^,..., différents de C unité, la
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forme pourra aussi contenir desfadeurs premiers, résidus de puissance

a, ou |3, ou 7, . . . par rapport à p.

On en déduit encore, comme corollaire, que s il n'existe pas dejac-

teur commun à toutes les indéterminées de la /orme W, et que le degré e

de celte forme soit un no?nhre premier, alors cette forme n'admettra,

outre le diviseur p, que des diviseurs résidus de puissance e par rapport

à p.

Si e n'est pas un nombre premier et que a soit un diviseur de e,

soit

q~g' {moi\. p),

et a le plus grand diviseur commun de /et de e, de sorte que l'on ait

r= r'a, e = e'a.

En vertu de la congruence

F (-/;,/'= F (»5,A.;) (mod. q),

où l'on fera successivement

// = o, I, -î, ..., e'— T.

et ou l'on donnera ensuite à k les valeurs

o, I, 2,..., a — I,

il viendra, dans ce cas,

[F(,5)F(-/,,)F(y;,)-..F(^«_,)]'"*"'""-""*''"='^" {nxoA.q);

car le produit des seconds membres est évidemment égal à 1', puisque,

pour les valeurs en question de h et de k, l'expression hr + k devient

congrue suivant le module e à tous les nombres

o, I, 3,..., e — I.

Si W doit admettre maintenant pour l'acteur*/, il s'ensuivra que l'on

Tome V {-i' série). — Octobre i8Go ^^9
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devra avoir

[F(-/,)F(-/3,)...F(-/,^_,)]'+?-ï'---î''-'=o (mod. 7),

d'où l'on conclut aisément qu'il faudra aussi que l'on ait

Fi-o)F{-o,]¥M...F{-n^_^)= o (mod. ry).

Donc, poin- que W admette un facteur premier q qui ne soit pas ré-

sidu de puissance e, mais seulement résidu de puissance a par rapport

à p, a étant un diviseur de e, il faudra toujours que ce facteur q divise

le produit des a premiers facteurs de W.
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THÉORÈME

CONCERNANT LES NOMBRES PREMIERS DE L'UNE OU DE L'AUTRE

DES DEUX FORMES 4oft+ ii, 4o^+ 19;

Par m. J. LIOUVILLE.

Pour tout nombre premier m de l'une ou de l'autre des deux formes

4op. + II, 40 p. + 19, on peut poser (un nombre impair de fois) l'é-

quation

m = 5 x'- -H 2 p^'"^' j''*,

a: et j- étant des entiers impairs, et p un nombre premier {lov -+- 3 ou

20 V + 7) qui ne divise pas j^.

En d'autres termes, si d'un nombre premier donné m, de l'une ou

de l'autre des deux formes 40/-'- + H) 4o^'--i-'9ï on retranche les

termes de la suite

5.I^ 5.3% 5.5», 5.7% 5.9%...,

qui ont une valeur moindre, il y aura un nombre impair de restes

susceptibles d'être mis sous la forme

2p^'-'j%

p étant un nombre premier qui ne divise pas j. Quant à la forme li-

néaire de p (20V + 3 ou 20V + 7), elle estime conséquence de l'équa-

tion même
m — 5x^ + ip'''^' j*,

qui dans nos hypothèses sur m entraîne ces deux congruences

/j^3 (mod. 4), p^^±. 3 (mod. 5).

Considérons d'abord les nombres premiers 4° p. -f- 1 1 . Le plus pe-

49-
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tit est II, et l'on a

11 = 5.1* + 2.3. (*,

conformément à notre théorème, 3 étant contenu dans la forme

20V + 3. Ensuite vient i3i, pour lequel on a les trois décompositions

canoniques

5.i= + 2.7.3% 5.3^+ 2./,3.K, 5.5^ + 2. 3. 1^

Ou en a également trois pour 211, savoir :

5.1 = + 2.io3.i% 5.3= + 2.83.I^ 5.5- + 2.43..^

Passons à la forme 4ofJi+ i<). D'abord

19= S.i'^ + 2.7.1%
et

59= 5.3^ + 2.7.1-;

car il ne faut pas compter l'équation 59= 5.i- + 2.3% l'exposant 3

n'étant pas de la forme 4^ + i. Pour 139, qui vient ensuite, on a trois

décompositions :

5.1^ + 2.67.1-, 5.3- + 2.47-1% 5.5- + 2.47. 1-.

Pour 1 79, on n'en a qu'une seule de l'espèce exigée, savoir :

179 = 5.3^ + 2.67. i
=

;

mais pour 379, on en trouve de nouveau trois,

5.3^+2.167.1% 5.5^ + 2.127.1 =
,

5.7'- + 2.67.1=.

Tl y en a aussi trois pour 419; les voici :

5.i= + 2.23.3% 5.5= + 2.3.7% 5.9=+ 2.7.1 =
.

Nous ne pousserons pas plus loin ces exemples.
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THÉORÈiVIE

CONCERNANT LES NOMBRES PREMIERS DE LA FORME 40^+7;

Par m. J. LIOUVILLE.

Pour tout nombre premier /», de la forme 4op. + 7, ou peut poser

(un nombre impair de fois) l'équation

m = (lox + 1)^ + 2/j'''"^' r",

.r étant un entier indifféremment positif, nul ou négatif, d'ailleurs p;iir

ou impair, tandis que j est impair et positif : quant à p, c'est un

nombre premier [lov + 3 ou aov + 7) qui ne divise pas j.

L'expression (lo.r + i)'-', en y prenant x positif, nul ou négatif,

donne les carrés des nombres positifs de ces deux formes

loi- + I, lo.v — I
,

savoir

>% 9'' ' '% '9'' 21',...;

notre théorème revient donc à dire qu'il y ;t un nombre impair des

termes de la suite •

m — 1^, ni — 9^, m — ii'', m — ic)-, m — 11^,...,

qu on peut exprnner par

20*''^' y-

p étant un nombre premier non diviseur de j. La forme [luv -+- 3 ou

2oy + 7), que nous attribuons à p, n'est qu'une conséquence de l'é-

quation même que nous posons,

m = []ox -{- \f + y.
p'*'-*'' j^

,

et de la forme linéaire de m, qui est liO ij. + 7.
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r>e plus petit nombre de la forme 40 fx + 7 est 7; c est un nombre

premier : or on a

7 = i= + 2.3.i=,

conformément à notre théorème. Ensuite vient

Quant à 87, qui répond à p. = 2, ce n'est pas un nombre premier;

mais pour p. =: 3, on a 127 qui offre ces trois formes canoniques :

1^+2.7.3^, 9^+ -2.33.1*, 11-+2.3.1-.

Pour p. = 4? on a 167, et 167 offre aussi trois décompositions du genre

exigé :

1^4-2.83.1=, 9^+243.1% 11^+2.23.1=.

Comme dernier exemple, je prends 367, je trouve l'équation

367 = 19= + 2.3. i
=

;

et cette fois encore notre théorème est vérifié.
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THÉORÈME
CONCERNANT LES NOMBRES PREMIERS DE LA FORME 40.^+ 23;

Par I»ï. J LIOUVILLE.

Pour tout nombre premier m, de la forme 4o,(/. -I- ^3, on peut poser

(un nombre impair de fois) l'équation

m — (lox + 3)* + 2p'^''^' j-,

.X- étant un entier indifféremment positif, nul ou négatif, d'ailleurs

pan- ou impair, tandis que j est impair et positif: quant à p, c'est un

nombre premier (20 v + 3 ou 20V -+- n
j
qui ne divise pas j.

L'expression (lox -+- 3)^, en y prenant x positif, nul ou négatif,

donne les carrés des nombres positifs de ces deux formes

loj +3, io.f — 3,

savoir

notre théorème revient donc à dire qu'il y a un nombre impair des

termes de la suite

m— y, m — 7% ;^^— i3*, m — 17-,...,

qu'on peut exprimer par

p étant un nombre premier non diviseur de j. La forme (20 y -t- 3 ou

20V + 7), que nous attribuons à p, n'est qu'une conséquence de l'é-

quation même que nous posons,

('t de la forme linéaire attribuée à /«, qui est l\viij. + 23.
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Le plus plus petit nombre de la forme 4ofJ. + 5,3 est a3; c'est un

nombre premier : or on a

23 = 3- -(- 2. y. 1

-,

conformément à noire théorème. Ensuite vient (en laissant de côté les

nombres composés)

io3 = 3^ + 2.47- 1^
;

ici on ne doit pas compter l'équation io3 := 7^ + 2.3', parce que l'ex-

posant 3 n'est pas de la forme 4 / + ' • Je note encore 223, qui nous

offie une seule décomposition canonique :

2Qi3 = 3^ -4- 2. 107.

Pour 363, il y en a trois, savoir :

3-+ 2. 127. 1% 7^-1-2.107.1% i3' -t- 2.47. 1^;

de même pour 383, qui peut s'écrire :

7^^ H- 2^167.1*, 13^-1-2.107.1^, 17'' -h 2.47. I*.

Ces exemples suffiront.

sa^iiMr^^&^MSss—
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NOUVELLE THEORIE

FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES;

Par m. Maximiliex MARIE,
Ancien élève de l'École Polytechnique.

TROISIEME PARTIE.

DE LA MARCHE DES VALEURS d'uNE FONCTION IMPLICITE

DÉFINIE PAR UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE.

CHAPITRE VL
Df la marche des valeurs d'une fonction d'une seule variable.

(Suite.)

APPLICATIONS.

8î>. Soit d'abord l'équation

>^ = ipx + q^

qui représente une parabole réelle et une infinité de paraboles imagi-

naires égales à la première et opposées à elle par un diamètre com-

mun.

p étant supposé positif, toutes les conjuguées qui touchent la courbe

réelle en des points situés au-dessus de Taxe des .r ont leurs caracté-

ristiques positives; celles qui la touchent en des points situés au-des-

sous de Taxe des x ont leurs caractéristiques négatives. Entre deux

se trouve la conjuguée qui touche la courbe réelle à son sommet et

dont la caractéristique est infinie; aucune conjuguée d'ailleurs n'a

sa caractéristique nulle.

De quelque manière que x varie, C ne peut donc changer de signe

Tome V (a" sério) — Novembri, i8Go, >^0
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qu'en passant par l'infini, ce qui arrive lorsque le point [.r, ) ]
passe

sur la conjuguée C ^ ce , ou quand x prend des valeurs réelles

moindres que — —, ou encore lorsque (i passe par zéro, a étant

moindre ciue —

D'ailleurs chaque fois que, a étant moindre que ? j3 change de

signe en passant par zéro, C change aussi de signe; car la partie ima-

ginaire de j, qui est alors finie, ne peut pas changer brusquement de

signe.

Il sera donc facile de répondre à toutes les questions qu'on pour-

rait se proposer sur les valeurs de J" définies par l'équation que nous

examinons.

D'après M. Cauchy, en supposant fermé le chemin cp (a, jS) = o, la

solution finale est ou non identique à la solution initiale, selon que le

rayon vecteur mené du point Lr = — -^, ;• = au point [a, [i] se

trouve avoir décrit, dans le même sens, un angle égal à Likix ou à

(4/x -h a) 71, lorsqu'il est reveiui dans sa position initiale.

Il est facile de vérifier la concordance des résultats fournis par les

deux méthodes; mais, tandis que la règle à laquelle nous arrivons

pour un chemin quelconque, ne diiïtM'e pas de la règle relative à un

chemin fermé, celle à laquelle est parveiui M. Puiseus, en cherchant

à compléter la méthode de M. Cauchy, est d'une énorme complication.

M. Puiseux, après avoir réduit le chemin ç(a, |5) = o à une ligne

droite ou à tout autre chemin n'enveloppant pas le sommet de la para-

bole, proposerait, pour obtenir la valeur finale de ) , la marche sui-

vante :

Du i)oint de départ [«o, po] conune centre, avec un rayon moindre

que la dislance de ce point au sommet de la parabole, décrire une

circonférence qui coupât le chemin en un point [a,, ^i]', calculer la

valeur de 7, correspondante à jt =: a, + /3, y — i, ai" moyen de la sé-

rie de Taylor qui, on le sait, restera convergente pour toutes les

valeurs de .f dont les parties réelles et imaginaires seraient les abscisses

et ordonnées de points de l'intérieur de cette circonférence; du point

de rencontre de la première circonférence avec le chemin, en prenant
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lin rayon moindie que la distance de ce point au sommet de la para-

bole, décrire une deuxième circonférence qui rencontrât le chemin eu

un nouveau point [a.,, (in]: calculer la valeur de y correspondante îi,

.ï- = (Zj + iSo \/— I au moyen d'un nouveau développement dej- pai

la série de Taylor; continuer ainsi jusqu'à ce que l'extrémité du che-

min ©(a, /3)=: o se trouvât enveloppée par une dernière circonfé-

rence, et enfin calculer la valeur finale àe j au moyen d'un dernier

développement de la fonction, applicable à toutes les valeurs de .x

dont les parties réelles et imaginaires seraient les abscisses et ordon-

nées de points de l'intérieur de cette dernière circonférence.

Dans les cas plus compliqués, où l'équation

f{x,f)=:0

pourrait présenter a, 3, 4) *^tc., points dangereux, il faudrait que
chaque circonférence les évitât fous.

86. Soit en second lieu l'équation

a'-y^ + h^ .x"^ = a^ h
2

qui représente une ellipse réelle et toutes les hyperboles imaginaires

qui ont avec elle un système de diamètres conjugués commun.

Ces hyperboles ont leur caractéristique négative lorsqu'elles tou-

chent l'ellipse dans le premier et le troisième quadrant, positive lors-

qu'elles la touchent dans le deuxième et le quatrième. La conjuguée

qui a pour axe transverse Taxe des j:', a sa caractéristique infinie, celle

qui a pour axe transverse l'axe des j- a sa caractéristique nulle.

Il résulte de là que la caractéristique change-de signe en passant par

zéro lorsque le point de contact de l'ellipse avec la branche de con-

juguée, sur laquelle se trouve le point [.r, y]^ passe du premier au

deuxième quadrant, ou du troisième au quatrième, ou inversement, et

qu'elle change de signe en passant par l'infini lorsque le même point

de contact passe du deuxième au troisième quadrant, ou du quatrième

au premier, ou inversement.

D'un autre côté, la conjuguée dont la caractéristique est infinie, a

ses abscisses réelles et plus grandes que a, ou moindres que — a, et

5o..



396 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

celle dont la caractéristique est nulle, les a imaginaires sans parties

réelles; par conséquent C ne peut changer de signe qu'aux époques

où |3 passe par zéro, a? étant plus grand que a^, ou bien où a passe par

zéro, quel que soit alors |3; c'est-à-dire aux instants où le point [a, p]
passe sur l'axe des x, en dehors de l'ellipse, ou sur l'axe des ? , en un

point quelconque.

D'ailleurs quand /3 change de signe en passant par zéro, a* étant

alors plus grand que a*, la caractéristique change de signe, car la

partie imaginaire de y conserve le sien. De même quand a change de

signe en passant par zéro, la caractéristique change encore de signe;

car la partie imaginaire de x, qui était finie, conserve son signe, et celle

de ) ,
qui était infiniment pefite, en change. En effet, si le point de la

conjuguée C = o par où passe le point [a,?] a pour coordonnées

jf = P y/— I,

et par exemple

j = + iV«=4-|3^

le coefficient différentiel do j par rapport à x est alors

6 Pv/ITT,

" \ja' -(- (i'

Or si X augmente de </a -h f//3 y'— i» '« partie imaginaire Ae j augr

mente de

da
z-ps/-

a y/fl- + p'

quantité qui change de signe avec da et qui est indépendante de r//3.

En résumé donc, C change de signe chaque fois que le chemin

ij)(a, /3) = rencontre et traverse l'axe des r en un point quelconque,

ou l'axe des .x* en dehors de l'ellipse; et par suite le point de départ

[.r„, 7„] ayant, par exemple, sa caractéristique positive, le point d'ar-

rivée sera

oi\ = a, + fù. sj— I
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et

j, = a', ±/3,C, V- I,

C, étant positif, suivant que le nombre des rencontres à compter se

sera trouvé pair ou impair.

Ces conclusions s'accordent avec celles que fournit la méthode de

M. Cauchy; car si le chemin 9 (a, fi) = o, fermé, enveloppe l'un seu-

lement des sommets de l'ellipse, situés sur l'axe des .r, il traversera

cet axe un nombre impair de fois en dedans de la courbe et un

nombre impair de fois en dehors, et si d'ailleurs il traverse l'axe des

) , il le traversera un nombre pair de fois; C changera donc de signe,

par conséquent, le point de départ étant, par exemple,

.r„= ao+ ^o V— I,

Jo= «0+ ftoC„Sj— I,

le point d'arrivée sera

•^i = «o + j'5oV— •.

jr, = -ao-/3oC„s/- 1,

l'une des valeurs de j' aura permuté avec l'autre.

Au contraire, si le chemin enveloppe le* deux sommets situés sur

l'axe des ,x\ il traversera cet axe uu nombre impair de fois à droite

en dehors de l'ellipse, un nombre impair de fois à gauche, aussi en

dehors <le l'ellipse, un nombre pair de fois en dedans, ce qui est in-

différent, et l'axe des ) un nombre pair de fois, c'est-à-dire un nons-

bre impair de fois en allaut de droite à gauche et un nombre impair de

fois en allant de gauche à droite. En résumé, le nombre des rencontres

à compter sera pair, C ne changera donc pas de signe et y reviendra

à sa valeur initiale en même temps que x.

l-,es deux méthodes fournissent donc des résultats identiques, et si,

dans notre théorie, les passages du poiut [a, /S] sur l'axe des ) et sur

l'axe desx en dehors de l'ellipse ont une égale importance, tandis que
dans celle de M. Cauchy les derniers snils jouent un rôle déterminé.
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cela tient à ce que la solution de M. Cauchy ne se rapjDorte qu'à l'hy-

pothèse d'un chemin fermé.

Dans cette h3'pothèse, en effet, le chemin ne peut rencontrai Taxe

des r qu'un nombre pair de fois; et comme quelque part que la ren-

contre ait lieu, l'effet produit est toujours un changement de signe de

la caractéristique, l'effet intégral de cette suite de rencontres est nul,

tandis que le même chemin fermé rencontrant l'axe des .r un nombre

également pair de fois, il y a cependant à distinguer entre les cas où

le nombre des rencontres extérieures à l'ellipse est pair ou impair.

Dans le cas d'iui chemin non fermé, nous tiendrions également

compte des rencontres avec l'axe des j et avec l'axe des x, et si

M. Puiseux ne s'occupe pas des premières, c'est qu'il laisse, dans ce

cas, à la série de Taylor le soin de décider de la valeur finale de la

fonction.

87. Considérons encore l'équation

elle représente simultanément une hyperbole réelle et toutes les el-

lipses imaginaires qui out avec elle un système de diamètres conju-

gués commun.

Ces conjuguées ont pour enveloppe réelle l'hyperbole

a^jt^ — b'x- =^ — n-
b'^

et pour enveloppe imaginaire l'hyperbole

a^y - b^ X- :^ an\

Celles qui touchent la courbe réelle dans le premier et le troisième

quadrant out leur caractéristique positive, les autres l'ont négative.

La caractéristique ne peut d'ailleurs varier qu'entre — ce et ou

entre -4- - et + 00 , elle ne peut donc changer de signe qu'tn passant

par l'infini, ce qui arrive lorsque x pass? par une valeur réelle com-

prise entre — a et -\r n.
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88. Lu (lisciission serait la nièuie pour réqiiation

a- y- - b'x^ = a'b-.

Elle représente simultanément une hyperbole réelle ayant pour axe

transverse l'axe des j et toutes les ellipses imaginaires qui ont avec

elle un système de diamètres conjugués commun.

Ces conjuguées ont pour enveloppe réelle l'hyperbole

a\r^ — b^x^ = aH''

et pour enveloppe imaginaire l'hyperbole

Celles qui touchent la courbe réelle dans le premier et le troisième

quadrant ont leur caractéristique positive, les autres l'ont négative.

... 1! -11 • j b b
La caractéristique ne peut d ailleurs varier qu entre et -t- , par

conséquent elle ne peut changer de signe qu'en passant par zéro. Cela

arrive lorsque y est réel et moindre que b, par conséquent lorsque x
est imaginaire, sans partie réelle et moindre que a en valeur ab-

solue

8Î). Il serait inutile de multiplier davantage les exemples (jui se

rapportent au second degré; nous prendrons maintenant la fonction

j définie par l'équation

r' — a-J -+- à' ce = o,

qui a été étudiée par M. Puiseux.

La courbe représentée par l'équation

j^ — n"^ y + a" jc ==z o

est MON [Jig. 7), l'origine est un point d'inflexion, la tangente y est

dirigée suivant la bissectrice de l'angle des axes; les points limites L

et L' ont pour coordonnées

x = ±

—

-, r = ±--=,
3 V3

-^

v'3
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la courbe n'a pas d'asymptotes, mais la direction asymptotique est

r = o.

Les conjuguées dont la caractéristique n'est pas comprise entre o et

1 touchent la courbe réelle, les autres ont pour enveloppe la courbe

M' ON' représentée par l'équation

j^ + a^j — a'x = o,

car pour que -^ soit réel, il faut que a et a' soient nuls.

La conjuguée C = i, ROSTOV, sépare les deux catégories et appar-

tient à l'une et à l'autre; elle a encore cela de remarquable qu'elle est

la seule dont les deux parties se touchent. Elle peut servir d'intermé-

diaire au point [art ], soit pour passer d'une catégorie de conjuguées à

l'autre, soit pour passer d'une portion à l'autre d'une même conju-

guée, sans changer de catégorie, en traversant l'origine.

Cette conjuguée est déterminée par les équations

et

d'où l'on tire

ou

3a'= = /3%

"'«=-'^-11)!1 + 2!|^

3 v'3 \/3
,

a" a} — —^-+--é ) =o;
^3v/3 V'3

de sorte que les rencontres des chemins

9(a, fi) = o

et

8p= (rp
a* a-" — —'7= + -^ )

= o
\3v3 v3 /

seront les points de passage, du point [j:")
J,

des conjuguées d"inie
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catégorie sur celles de l'autre. Si les deux chemins se touchaient, sans

se couper, le point [x}] retournerait sur les conjuguées d'où il venait

d'abord.

L'équation de la conjuguée C = i , en coordonnées réelles, est

8, -3 + (, ±s/Sya\r - {i±s,!3yn^x = o.

BLB,, B'L'B'^ est la conjuguée C = co , la conjuguée C = o est éva-

nouissante.

L'origine étant le centre commun de toutes les conjuguées, une con-

juguée quelconque touche l'une ou l'autre enveloppe en deux points

symétriquement placés par rapport à l'origine. Celle cpii touche l'en-

veloppe imaginaire aux points P, P' a pour caractéristique le coeffi-

cient angulaire de POP'.

Lorsqu'on cherche à annuler a, on trouve qu'il peut passer par

zéro, en même temps que a', lorsque C est moindre que i , et qu'il ne

devient nul isolément que quand C est négatif et moindre en valeur

absolue que -, c'est-à-dire sur les conjuguées qui touchent la courbe

réelle à gauche de A ou à droite de A'.

Si l'on cherche les points de rencontre d'une conjuguée avec la

courbe réelle, on trouve

v 6̂C

ou

|3 = |3' = o.

Ainsi il n'y a que les conjuguées circonscrites à l'enveloppe imaginaire

qui coupent la courbe réelle.

La figure représente celle dont la caractéristique estg-

Si l'on cherche le centre et le rayon de courbure d'une conjuguée

au point où elle touche soit l'enveloppe réelle, soit l'enveloppe imagi-

naire, on trouve que les deux courbures de la conjuguée et de l'enve-

loppe sont égales et opposées.

Le calcul de vérification ne présente aucune difficulté, mais je ne

le rapporterai pas ici, parce que, ayant soumis aux mîmes expériences

Si
Tomo V (2'= série). — Noveulre iSCo. "^
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les conjuguées du lieu

J-' + ,r* = rt*

dont je me suis occupé ensuite, et étant arrivé au même résultai, j'ai

alors été conduit à rechercher à cet égard la règle générale.

Si (r +- r' y'— I Y est la valeur de l'expression

calculée en un point de l'une des deux enveloppes, le rayon de cour-

bure, en ce point, de la conjuguée qui y passe, est

Cette expression, comme on voit, se réduit toujours à /', c'est-à-dire

au rayon de courbure de l'enveloppe, quand il s'agit de l'enveloppe

réelle ; elle donne encore le rayon /' de l'enveloppe imaginaire quand

les coordonnées des points de cette enveloppe ont leurs parties réelles

constantes, parce qu'alors -— est imaginaire sans partie réelle; mais

dans le cas général les rayons de courbure

/ + / et r

de l'enveloppe et de la conjuguée ne sont plus égaux.

On verra dans la quatrième partie de ce Mémoire la démons-

tration des règles que je viens d'énoncer; je crois pouvoir en faire

usage dès maintenant pour éviter des longueurs inutiles, et parce

que la vérification des faits, dans chaque cas, sera toujours aisée à ob-

tenir.

Cela posé, nous prendrons pour valeur initiale de .r une valeur

réelle, x^, plus grande que T^î égale à OC par exemple. A cette
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valeur de x correspondront deux valeurs imaginaires que nous dési-

gnerons par t-o, Uo qui fourniront les points B, B, de la conjuguée

C = 30 et une valeur réelle Vg qui fournira le point Bj de la courbe

réelle.

r variant ensuite d'une manière continue, les trois valeurs de j- va-

rieront elles-mêmes d'une manière continue, et nous désignerons par

t^ M, V ces trois fonctions.

Si X prend une valeur a -4- j3 y — i infiniment voisine de JCo, a — .i „

et |3 étant infiniment petits, les trois valeurs de y différeront peu de /q,

Uq, i'o; mais comme les parties imaginaires de t^ et de «„ étaient finies

et de signes contraires, elles resteront encore de signes contraires; les

deux points [j;', t], [.r, u] se transporteront donc sur des conjuguées

tangentes à la courbe réelle en des points situés l'un au-dessous de

L, l'autre au-dessus si /3 est positif, ou inversement dans le cas con-

traire.

Mais d'ailleurs le point [x, t] sera encore sur la branche supérieure

de la conjuguée qui le contiendra et le point \x, h] sur la branche

inférieure.

Quant au point [,r, i'], il se sera transporté sur une conjuguée tan-

gente à la courbe réelle en un point voisin de B.j.

Il importerait peu de savoir ce qu'il est devenu, mais, pour ne lais-

ser aucune difficulté sans solution, nous chercherons de quel côté il

5...
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se trouvera par rapport au point où la conjuguée qui le contient

touche la courbe réelle.

Comme nous supposons a — .r,, et |3 infiniment petits, nous pour-

rons réduire c — t'o à

(a - j^o-t- /3v— i);
3.';-

or la partie imaginaire de cette différence, qui sera la partie imagi-

naire de V, sera

et 'comme c,, est plus grand en valeur absolue que le double de l'or-

donnée du point L qui satisfait à l'équation

37- — rt^ =r o,

'ivl — a- étant positif, la partie imaginaire de y sera de signe con-

traire à p, négative par conséquent si, comme nous l'avons supposé,

j3 est positif.

Cela étant, si, sans changer la direction de l'axe des oc, nous prenions

pour nouvel axe des j- la partie supérieure d'une parallèle, menée par

l'origine, à la tangente à la courbe réelle au point où la touche la

conjuguée à laquelle appartient le point [x, i'] : les formules de

transformation seraient

X =: .r' +j'cosY'X,

> =r'sinY'X;

x' serait réel, mais sinY'X étant positif, la partie imaginaire de )
' ou

v' serait de même signe que la partie imaginaire de 7 ou i>, c'est-à-dire

négative : le point [.r, v] sera donc sur une branche inférieure.

Nous pouvons maintenant suivre de proche en proche les mouve-

ments des trois points [x, t], [j-, u], [x, v].

Nous supposerons d'abord que x n'atteigne pas une valeur qui amè-

nerait un des trois points sur la conjuguée C == 1.

Tant que p restera positif, le point [.a-, f] restera sur une conjuguée
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tangente à la courbe réelle en un point de OL et sur la branche supé-

rieure de cette conjuguée.

Le point [jc, ii] restera siu' une conjuguée tangente à la courbe

réelle en un point de LM et sur la branche inférieure de cette con-

juguée.

Enfin le point [.r, i>] restera sur une conjuguée tangente à la courbe

réelle en un point de L'N et sur la branche inférieure de cette conju-

guée.

Si j3 passe par zéro et change de signe à un moment où a soit encore

'•"

plus grand que T^' t et u étant restés imaginaires, les points [x, <],

[jc, «J seront restés à des distances finies de la courbe réelle; les

signes des caractéristiques des conjuguées auxquelles ils appartiendront

auront changé, mais ces points seront encore le premier sur une

branche supérieure, le second sur une branche inférieure, et si x
revenait à sa valeur initiale sans que |3 eût passé de nouveau par zéro,

les trois points reviendraient à leurs places primitives.

Au contraire, si ]3 passe par zéro, a étant compris entre o et T75'

à ce moment les trois points se trouveront sur la courbe réelle, et si

]3 change de signe, tous trois changeront de branches; par conséquent,

si x revenait à sa valeur initiale sans que /5 eût passé de nouveau par

zéro, dans l'intervalle, t prendrait la place de «, u celle de t, et i'seul

reviendrait à sa valeur initiale.

Revenons au point de départ x = Xq et 'supposons toujours qu'au-

cun des trois points ne traverse la conjuguée C=i pour aller se

rendre sur les conjuguées de la seconde série.

Tant que x ne passera pas par zéro, les deux points [x, t], [x, u\

resteront toujours sur les conjuguées qui touchent la courbe réelle

sur OM et le point [x, v] sur celle qui la touche sur ON; les points

[x, t], [x, h] pourront s'échanger entre eux un nombre indéfini de

fois, mais, lorsque x reviendra à sa valeur initiale, le point [x, v] re-

prendra toujours sa position primitive.

Supposons donc que x passe par zéro, et que ce soit par exemple le

point [x, i] qui passe à l'origine en suivant un chemin tangent à la

droite j =. x; si x change de signe en passant par zéro, le point
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fx, t] arrivera sur les conjuguées qui touchent la courbe réelle sur

ON et se trouvera par rapport au point [x, v] dans la même situation

où il était précédemment par rapport au point [jc, u]. Si j3 passe par

zéro, a étant compris entre o et — 7~7|' 'es poinis [x, v] et \x, t
\

changeront tous les deux de branches et pourront ensuite venir occu-

per chacun la place tpi'avait précédemment l'autre, de sorte que si x
revenait à sa valeur primitive Xg en repassant de nouveau par zéro,

i' prendrait la valeur de /, t celle de *», et {/ reprendrait sa valeur ini-

tiale.

Nous avons ainsi fait s'échanger entre eux les points [x, t] et [x, uj

en laissant d'abord la partie réelle de x positive; nous avons ensuite

fait s'échanger les points [x, t] et [x, v] ou [x, u] et [x, v] en leur

faisant traverser successivement l'origine des coordonnées qui était le

seul point qui pût servir de passage entre les demi-conjuguées qui

touchent la courbe réelle sur OM et celles qui la touchent sur ON
;

nous allons maintenant faire passer nos trois points sur les conju-

guées circonscrites à l'enveloppe imaginaire.

Chaque fois qu'un des trois points passera sur la conjuguée C= i,

il pourra changer de série de conjuguées, et i! sera facile de s'assurer

de ce qu'il eh est, car la marche de x étant définie, la différentielle de

cette variable étant par conséquent connue, la différentielle c\e j
pourra l'être aussi, et il sera toujours aisé de voir si d^' surpasse ou

non f/j3, c'est-à-dire si C a augmenté ou diminué.

Nous avons vu que la conjuguée C = i est définie par la relation

3a*a^^fi-'(^ l^J + a-

cha(]ue fois donc que le chemin «pfa, /3) = o rencontrera le chemin

un des trois points [x, ij, [x, wj, [x, i'] pourra changer de catégorie

de conjuguées: il importera alors de savoir' letpiel des trois points su-

bira ce déplacement; mais cette question ne présentera jamais de dilti-
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ciillé, parce qu'ayant suivi jusque-là les passages de |5 par zéro, ou

saura toujours sur quelles branches se trouvent les trois points.

Ainsi en reprenant par exemple le même point de départ x = x„,

il est évident d'abord que le point [x, v] ne pouvant parvenir à la

conjuguée C = i, sans traverser la conjuguée C = co , auquel cas l'ini

des points [x, t], [x, n] y serait venu aussi, ce qui exigerait ou qu il

eût traversé l'origine, ou qu'il fût momentanément passé sur les con-

juguées de la seconde catégorie, pour les quitter ensuite, il est évident,

disons-nous, que le point [x, v] ne pourra pas arriver le premier sur la

conjuguée C = r.

D'un autre côté, quant aux deux points [x, t] et [x, u], il est évi-

dent que si /3 a d'abord reçu des valeurs positives et n'a pas changé de

signe avant que

devînt nul, ce sera le point [x , t] qui passera sur la conjuguée

C = i.

Supposons donc que le point [x, i] ait passé sur les conjuguées de

la seconde catégorie : tant qu'il y restera et que a ne changera pas de

signe, il restera du même côté du point de contact de sa conjuguée

avec l'enveloppe imaginaire; et si au contraire a. change de signe, le

point [x, t] changera de branche sur sa conjuguée. En suivant donc

les passages de a par zéro, on saura toujours où se trouve le point

[o", ï] ; et s'il doit repasser sur les conjuguées de la première catégorie,

on saura quelle branche de la conjuguée C =^ t il aura dû traverser.

90. Nous prendrons pour dernier exemple l'équation

j* -+- X* = n*

(|ui présente des particularités remarquables.

Si ..r est imaginaire et représenté par a -+- /3 ^— i, j* est générale-

ment imaginaire et de la forme A H- B v'— i ; les deux valeurs de j"

j^ = rt:(A'-fB'v'37)
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sont déterminées par les équations

A'^ _ B'2 = A
et

2A'B' = B,

qui montrent que A' ni B' ne sont nuls quand B ne l'est pas.

Les valeurs de

jr=:±(A" + B"v'-i)

sont ensuite déterminées par les équations

A'"* - B"- = A'

et

2A"B" = B',

qui montrent de même que ni A" ni B" ne sont nuls si R ne l'est pas.

On voit aisément que les quatre valeurs de j se distinguent les unes

des autres par les signes de leurs parties réelles et imaginaires, ces

signes fournissent toujours les quatre combinaisons possibles, lorsque

R est différent de zéro.

La valeur de B est

elle n'est nulle que dans les hypothèses a = o, |3 = o, a = ±: |3; mais

dans la première il faut que |3 soit moindre que a pour que B' soit

aussi nul, et dans la seconde il faut que a soit moindre que a.

A" et B" ne peuvent en conséquence changer de signes qu'aux

époques où a passe par zéro, ]3 étant moindre que a, où |3 passe par

zéro, a. étant moindre que a, enfin où a = ± |3.

Dans chacun de ces trois cas, deux valeurs de j" sont réelles et les

autres imaginaires sans parties réelles.

Les hypothèses a = o, |S =: o, a = + j3, a = — |5 devant jouer un

rôle important dans la discussion qui va nous occuper, nous donne-

rons d'avance le tableau des valeurs de la différentielle de y dans les

cas correspondants.

Premier cas.

a=o, jc = (î \ — \ , fj
<^ a.
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Les valeurs de y sont

±\a'^[t' et ±: vrt*-/3*v/- i,

et celles de dy

d'où l'on voit que celle des deux parties de j qui vient de s'annuler

avec a, change aussi de signe avec lui.

Deuxième cas.

a — o, a- = fi\/—i, |3 > rt.

Les valeurs de j~ sont

7.^f''-^''

T+V-
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celles où a' = — p', c'est a! + ]3' qui change de signe avec a. Dans les

deux cas, il y a interversion d'ordre dans les valeurs absolues de a'

et de /3'.

Troisième cas.

|3 = o, a: = a, a <. a.

Les valeurs de y sont

±\n' — a.'' et ihyrt* — «'</— ii

et celles de dy

VK-a'j
((Ya -f- r/jS V — I ) et

/( n' - a'

(— d^ + da.\j— i),

d'où l'on voit que celle des deux parties de j qui vient de s'annuler

avec [i change aussi de signe avec lui.

Quatrième cas.

j3 = o, oc ^=^a., a.> a.

Les valeurs de j sont

7^Va^-«^

celles de -;- sont
ax

v/iv(a* — «T

et celles de dj

i+V-
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Eu comparant ce tableau à celui des valeurs de j, on voit que dans

celles où a' = ^' , a' — /3' change de signe avec |S, et que dans celles où

a'= — |S', c'est a' + /3' qui change de signe avec [i. Dans les deux

cas il y a interversion d'ordre dans les valeurs absolues de a' et

de/3'.

'

Cinquième cas.

Les valeurs de y sont

±V«'H-4a' et ±s/-iV«* + 4a\

relies de 3- sont
dx

(i-V-i), et ±-=4==(' + V- i)>

et celles de dj

et

aa-"

V(a'-r-4a')
= [da-d^ + {da-i-d^)sj-i].

D'où l'on voit que celle des parties de j' qui s'annule avec a — jS

change de signe avec cette différence.

Sixième cas.

a=: — p, x = a(i — v'— i).

Les valeurs dej>^ sont, comme dans le cas précédent,

±. vfl" + 4a* et ± v'—^V«' + 4 a';

mais les dérivées et les différentielles de j' changent.

52..
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les valeurs de ^- sont
ax

v'(«' + 4a')^
(i + V— ') ef ±

v/(a'+ 4a<)-
(-.+ ' "),

et telles de dy

et

D'où Ton voit que celle des parties de j qui s'annule avec a + |5

change de signe avec cette somme.

Nous pourrions considérer la discussion comme terminée là, puis-

que a' et P' ne peuvent s'annuler et changer de signes que dans les hy-

pothèses a = o, /3 = o, a := ± /3, et qu'on sait ce qui leur arrive dans

chacun de ces cas; mais nous allons chercher à suivre la marche du

point \xY^^ sur la courhe réelle et sur ses conjuguées.

La courbe représentée par l'équation j-* -f- x* = a* est comprise

entre les droites a? = r- «, jr = qi rt; elle renferme dans son intérieur

le cercle y"^ + x^ =^ a-

.

Tant que x ne prend que des valeurs réelles comprises entre — a et

+ rt, les valeurs do y sont

±1 Vrt — j: et I V'rt' — x"

la portion de la conjuguée à abscisses réelles, qui s'étend entre les

droites x = zp rz ne se distingue donc pas de la courbe réelle.

Lorsque x prend des valeurs réelles non comprises entre — a et

-h fl, les quatre valeurs de j- sont

s/i
V'x* - a'
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La conjuguée à abscisses réelles, en dehors des parallèles .r == qr «, se

compose donc de l'axe des j: doublé et de la courbe qui en coordon-

nées réelles aurait pour équation

La conjuguée dont les ordonnées sont réelles est égale a la conju-

guée à abscisses réelles, seulement elle s'appuie sur l'axe des j- au lien

de s'appuyer sur l'axe des jc.

Si des valeurs réelles, jc = m, y = «, des coordonnées, satisfont h

l'équation

les mêmes valeurs affectées du signe y — i , x = »i \ — i , r =; " v
— i

y satisfont aussi.

La caractéristique de la solution x=^in\J— ! ,^= iisj — i est — ^ ainsi

la conjuguée C passe par le point où la courbe réelle est coupée par

la droite j" := Cjt, et elle la touche imaginairement en ce point, car la

tangente à la courbe réelle au point oc = m, j =. n est représentée

par l'équation

m' ,

j — 71:= 7 ( r — m
)

,

et la tangente à la conjuguée C = — au point a:=: /«y'— i,j^'=r«y'— i

l'est par l'équation

r - 7z V - I = -
'J

(.r - ;ra V - 1 ).

qui ne fournit que la droite

y — n— — "--ioc — m).

La même conjuguée touche aussi la courbe réelle au point où la tan-

gente à cette dernière est parallèle à j- = C.r, mais les coordonnées de

ce point sont réelles aussi bien sur la conjuguée que sur la courbe

réelle.
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La courbe réelle se trouve donc être à la fois l'enveloppe réelle et

l'enveloppe imaginaire de tontes ses conjuguées.

Ijes asymptotes sont

V2

i+V-
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niiires conjuguées, soit

,'=-p(l + V— ')•* et |-=:-L:(i _y'_ i) .r,

V2 V2

soit

-)=(—! + \l— i) X et j = -Ir (— I — v'— i) .r

V^ v'2

mais chacun de ces couples alterne d'une catt'gorie à l'autre lors-

que C passe par zéro ou par l'infini; de telle sorte que les deux

asymptotes

j=(v^-A)^- et .r=--^^^

appartiennent à la première catégorie quand C est négatif et a la

deuxième quand C est positif, et inversement pour les deux autres.

Cela se voit aisément si l'on fait la figure.

En effet, quand par exemple C devient infini, d'une part les asymp-

totes de catégories différentes

r=-= X et r = = x-
s[l — c -^

\li + c

se confondent en même temps que fes arcs de catégories différentes

auxquels elles appartiennent; car la partie kx de l'axe des x, repré-

sentée par

I — \l
— I 4 ,—T

\ I ' I n>"=
V-^- — a, [.rreel, >«l,

peut être considérée à la fois comme une position limite d'une branche

d'une conjuguée de la première catégorie dont la caractéristique néga--

tive serait devenue infinie et d'une branche d'une conjuguée de la

deuxième catégorie dont la caractéristique positive serait devenue

aussi infinie; de même que la même partie A j: de l'axe des x, repré-

sentée par

J— p v-^ — «
, p" réel, > a],

V2
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j)eiit être considérée à la fois comme une position limite d'une branche

d'une conjuguée de la première catégorie dont la caractéristique po-

sitive serait devenue infinie, et d'une branche d'une conjuguée de la

deuxième catégorie dont la caractéristique négative serait devenue

aussi infinie.

De même, deux branches opposées de la conjuguée [C=:co], qui

ont poiu' asymptote commune

ou

peuvent être considérées chacune comme les positions limites de

branches de conjuguées des deux catégories dont les caractéristiques

de signes contraires seraient devenues infinies.

Ainsi la branche de la conjuguée C = ce qui est située dans le pre-

mier angle des axes est à la fois la limite des positions d'une branche

d'une conjuguée de la première catégorie dont la caractéristique néga-

tive .serait devenue infinie, et d'iuie branche d'une conjuguée de la

deuxième catégorie dont la caractéristique positive serait devenue in-

finie; et il en est de même de la branche de la même conjuguée qui

est située ilans le troisième angle des axes.

Ce que nous venons de dire de l'axe des a: et de la conjuguée C=:oc

pourrait au reste se répéter de l'axe des j^ et de la conjuguée C = o.

Ces faits s'expliquent parce que les deux catégories de conjuguées

ne se distinguent l'iuie de l'autre qu'en ce que celles de la première ca-

tégorie touchent la courbe réelle en des points réels, tandis que celles

delà seconde la touchent en des points imaginaires; or les deux

conjuguées C = ce , C = o touchent la courbe réelle en des points réels

qui se dédoubleront chacun en un point réel et un point imaginaire

pour peu que change C, d'où il résulte que ces deux conjuguées

peuvent être considérées connue appaitenant à la fois aux deux caté-

gories. Il en est de même des parties de l'axe des x et de l'axe des 7

qui sont représentées dans l'équation proposée.

Il résulte de ce qu'on vient de voir (pie l'axe des x et l'axe des J'
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ainsi que les conjuguées C = co , C = o, appartenant aux deux caté-

gories de conjuguées, fourniront au point \xj'] un passage pour aller

des conjuguées de l'une sur celles de l'autre.

C'est d'ailleurs le seul chemin qu'il pourra prendre, pour effectuer ce

passage, tant qu'on lui interdira les points j =o,x = iïia. Mais autre-

ment, s'il se trouvait sur une conjuguée de la première catégorie, on

pourrait l'amener au point où cette conjuguée touche la courbe réelle,

le faire passer sur la courbe réelle en l'un des points j^ = o, x = zïi a,

où son ordonnée, devenant nulle, pourrait prendre ensuite des valeurs

imaginaires sans parties réelles, l'amener, en lui faisant parcourir la

conjuguée C = 00 , en l'un dos points jc =^ o, j = ± a \/
—

] , où sou

abscisse, devenant nulle, pourrait prendre ensuite des valeurs imagi-

naires sans parties réelles, le faire passer par les points de contact

successifs des conjuguées de la seconde catégorie avec la courbe

réelle, et l'amener ainsi au point de contact avec cette même courbe

de l'arc sur lequel on voudrait le transporter et enfin lui faire suivre

une des branches de cet arc.

Avant d'aller plus loin, nous chercherons à fixer les conditions dans

lesquelles le point [^, J"], placé ou sur l'axe des jc, représenté par

l'une des équations

jr =—p— \/x' -a\

I 4,

J = r V-a^ — «%

dans lesquelles x recevrait seulement des valeurs réelles plus grandes

que a, ou sur l'une des conjugées C = oo , C := o, passe sur les conju-

guées de l'une ou de l'autre catégorie.

\°
. La partie de l'axe des x que représente l'équation

y = -—^^ v'^ï'' - a'
Va

figure à la fois, dans leurs positions limites, une branche d'une conjii-

Tome V (2' série). — Novembre 1860. '^•^
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giiée de la première catégorie, dont la caractéristique négative serait

devenue infinie, et une branche d'une conjuguée de seconde catégorie

ayant sa caractéristique positive.

Par conséquent le point [a:, j^ ], en passant sur l'axe des x, repré-

senté par l'équation

i — ^—i 4 -j

v/2

vx — a ,

se transportera sur une conjuguée de la première ou de la seconde

catégorie, suivant que sa caractéristique deviendra négative ou po-

sitive.

2°. La même partie de l'axe des x, que représente aussi l'équa-

tion

: + V= I 4;

j = p!— v^ — <^

figure à la fois, dans leurs positions limites, une branche de première

catégorie ayant sa caractéristique positive infinie, et une branche de

seconde catégorie ayant sa caractéristique négative mfiuie.

Par conséquent le point [x, j] en passant sur l'axe des x, représenté

par l'équation

y =: --r^ v'x* — 'ï*»

V2

se transportera sur luie conjuguée de la première ou de la seconde

catégorie, suivant que sa caractéristique deviendra positive ou né-

gative.

3". Les branches de la conjuguée C = x> ,
qui occupent le premier

et le troisième angle des axes, figurent, daus leurs positions limites,

une branche de première catégorie dont la caractéristique négative se-

rait devenue infinie, et une branche de seconde catégorie dont la ca-

ractéristique serait infinie, positive.

Au contraire, les branches qui occupent le second et le quatrième

angle, figurent, dans leurs positions limites, des branches de première
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et de seconde catégorie, dont les caractéristiques positive et négative

seraient devenues infinies.

Par conséquent le point [x, j], en passant sur la conjuguée C = oo
,

se transportera, si sa caractéristique devient négative, sur une conju-

guée de la première catégorie, lorsqu'il se trouvera dans le premier

ou le troisième angle des axes, et sur une conjuguée de la seconde

catégorie, s'il est dans le deuxième ou dans le quatrième angle. Ce se-

rait le contraire si sa caractéristique devenait positive.

Les passages du point [x, /] sur l'axe des^, ou sur la conjugée

C= o, donneraient lieu à des conclusions analogues.

Il est maintenant facile de suivre la marche du point [,r, j'], corres-

pondante à un chemin quelconque parcouru par j?.

Prenons pour point de départ une valeur réelle de jc, m, plus grande

que a : les quatre valeurs correspondantes dej^ seront

V2 / \ 4 ;
;u— ^^ [— i — V— 1) V'« — a",

i' = — (i-V-i)V'

Supposons le point [j^, J^] parti de

x = m, j = i-=— (i+y/— ]) y/M* — a*

.

Il se trouvera alors en un point M de la branche de la conjuguée

C = 00 qui occupe le premier angle des axes, et si j3, qui est actuellement

nul, prend une valeur positive infiniment petite, comme ft\ qui est fini

et positif, ne pourra devenir brusquement négatif, C prendra des valeurs

positives, le point [x, y] passera donc sur une conjuguée voisine de la

53..
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conjuguée C = » , appartenant à la deuxième catégorie, ayant sa ca-

ractéristique positive et tangente à la courbe réelle en un point P,

voisin du sommet .r = o,j- = rt sj— i, mais situé à droite de ce sommet.

Si x revenait à sa valeur initiale sans qu'aucune des circonstances

P = o avec a<a, a = o, a = ii j3 se fût présentée dans l'intervalle, 7
reviendrait aussi à sa valeur initiale : supposons donc que ces différentes

circonstances se présentent, séparément d'abord.

Si, après avoir crû positivement, ^ redevient nul, a étant alors

moindre que a, le point [.r, j-] à ce moment se trouvera sur la conju-

guée C = as , et si |3 et par suite C changent de signes, il passera sur

une branche tangente à la courbe réelle en un point situé à gauche du

sommet j: = o,j-=a\J— i ; de sorte que si x revenait à sa première

valeur sans qu'aucune des circonstances ]3 = o avec a.<,a, a^o,
a= ±:|3 se fût présentée de nouveau dans l'intervalle, j prendrait la

valeur /, ou— (— 1 + v*-- i
) V'"* — «% et le point [x, y\ viendrait se

placer sur l'axe des x représenté par l'équation

Y = p ya?* — n^

.

Pendant ce temps le point \x, j'\ qui serait parti de la position

initiale [x, m], se sera transporté sur une conjuguée de la deuxième

catégorie ayant sa caractéristique négative, aura passé sur la con-

juguée C = co en même temps que le point qui venait de [jr, s\. aura

changé de branche en même temps que lui ; et finalement sera arrivé fn

[x, v\

Le point parti de [x, i\ se sera d'abord transporté sur une conjuguée

de la première catégorie, ayant sa caractéristique positive, sur la courbe

réelle au moment où p ^ura passé par zéro, a étant moindre que a\ et

enfin sera venu en [x, il\.

De même le point parti de [.», cj se sera d'abord transporté sur une

conjuguée de la première catégorie ayant sa caractéristique négative,

sur la courbe réelle au moment où |3 aura passé par zéro, a étant moin-

dre que a, il aura changé de branche sur une conjuguée toujours de la
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première catégorie, ayant toujours sa caractéristique négative, quand

jS aura changé de signe ; et enfin sera venu en [.r, s].

En résumé, pendant que jc sera revenu à sa valeur initiale, chacun

des points

[.r,s], [x, t], [.r, «], [a-, i'I

sera venu occuper la place du suivant, et le dernier celle du premier.

Si .T repassait encore par une série pareille de valeurs, les mêmes
faits se reproduiraient dans le même ordre; de sorte qu'en faisant

suivre à .f quatre fois le même parcours, on ramènerait chaque pointa

sa position initiale.

Supposons maintenant que a puisse passer par zéro et changer de

signe : en même temps il deviendra plusieurs fois égal à ± p, de sorte

que nous aurons examiné tous les cas qui peuvent se présenter.

Reprenons pour a: la même valeur initiale x = m > a, et supposons

encore que |3 prenne d'abord le signe +, que nous lui conserverons

d'ailleurs dans tout ce qui suivra, puisque nous avons examiné les

cas où il passe par zéro et change de signe; il est évident que nous au-

rions à répéter les mêmes choses dans un autre ordre, si nous suppo-

sions au contraire que jS fût d'abord et restât négatif.

Les quatre valeurs initiales de j^ seront toujours

J = — (i + V — I ) V'"* — «%

v/' {-i-sl-i)\m^-a%

sT-

Avant que a devienne nul, il faudra qu'il devienne égal à j3; à ce

moment les quatre valeurs de ^seront

±V«'-^-4^i' et iv-i Vrt*H-4/3* :
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Comme a' ni jS' n'auront pas encore jusque-là passé par zéro, celle de

ces variables qui aura conservé une valeur finie, aura en même temps

gardé son signe primitif; cette remarque permettra de décider en partie

des valeurs qu'auront prises respectivement les quatre fonctions de x
que représente j.

Ainsi .V ne pourra être devenu que

Vrt' + 4p* ou +V-1 V«'-+-4/3',

t sera

u sera

ya-' + k^." ou + v^
- 1 V«' + 4 P*

,

enfin t'sera

Va* + 4/3* ou _x/-i V<i* + 4P*,

v/a'-+-4i3* ou — v-i v«*^-4/;^

Pour achever de résoudre la question, nous remarquerons que dans

chacune des quatre valeurs de j", a' et |3', égaux eu valeur absolue au

point de départ, n'auront pas repassé par l'égalité puisque a ni p ne

seront redevehus nuls; de telle sorte que l'ordre établi au commence-

ment n'aura pas pu s'intervertir ensuite.

Or |3qui était d'al)ord nul, prenant d'abord un accroissement positif,

le tableau des valeurs de dj montre que : i° dans la fonction de x qui

part de la valeur s, et où a' = /3', d^' est plus grand que da!, de sorte

que |3' devient plus grand que a'; 2° que dans celle qui part de la va-

leur t, et où a! = — 13', a' ayant d'ailleurs le signe — et par suite jS' le

signe -t-, da'eld^' se composent de deux parties égales et de signes

contraires qui, en venant s'ajoutera a et /3', ne troubleraient pas l'éga-

lité a'= — |3', et de deux parties aussi égales, mais négatives toutes deux,

parce que<7|3esf positif, et qui venant s'ajouter à a' el
fj',

font prendre la

supériorité à a', de sorte que — a devient plus grand que jS'; 3" que

dans la valeur de j" qui part de la valeur it, où a' et |3' sont égaux,

da' est plus grand que d^', de sorte que a' devient plus grand que|3';

4° enfin que dans la valeur de ^ qui part de la valeur i> où a' = — |3',
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a' ayant d'ailleurs le signe +, c'est encore a! qui prend l'avance

sur — jS'.

Il en résulte qu'au moment où a devient égal à |3,

s devient

t devient

«devient

ett'devient +V<ï* + 4/3^

Supposons maintenant que a devienne nui, [-j étant alors moindre

que «, les quatre valeurs de y seront

+ V-
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que t est devenu

que u est devenu

Û\JJ^Z^^[-,-^—,)^

^*vr=^('-v^),

enfin que v est devenu

On voit que les discussions de ce genre peuvent exiger quelquefois

des développements fastidieux; mais les difficultés qu'elles présentent

tiennent surtout à la complication de l'équation mise à l'étude. Or on

ne pouvait évidemment pas demander que la discussion des lieux ima-

ginaires, représentés par une équation, devînt plus simple que celle du

lieu réel; il suffit qu'elle ne soit pas plus compliquée.

^la^^^^^^^f^^^
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,%\»«i*v»^»<^»%'\*i'x\***v^ »*»%*>%*» v\ w\*»\^x»-*\»'%\\*»\\'«**'*\»'»\»'«\*^%«'»*x'»x»»\i »\»^\m\\\»^\*w»\»\»» ^\ii

RÉSUMÉ

THÉORIE DES CONIQUES SPHÉRIQUES HOMOFOCALES
ET DES

SURFACES DU SECOND ORDRE HOMOFOCALES [*] ;

Par m. CHASLES.

(Extrait des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences; t. L, p. 628,

io55 et 1 1 10 ; séances du 26 mars et des 11 et 18 juin 1860.)

CONIQUES SPHÉRIQUES HOMOFOCALES.

1. Concevons dans un plan une conique C et un cercle imaginaire;

ces deux courbes donnent lieu aux propriétés suivantes :

1°. // existe trois points, toujours réels, dont chacun a la même droite

pour polaire, dans le cercle et dans la conique.

Cette droite est celle qui joint les deux autres points.

2". Il existe deux points, toujours réels, tels, que deux droites con-

jugées quelconques par rapport à la conique , menées par un de ces

points, sont conjugées par rapport au cercle.

En d'autres termes, ces deux points sont les points de concours des

tangentes (imaginaires) communes au cercle et à la conique; ou, si l'on

veut, sont les sommets réels du quadrilatère ( imaginaire )'circonscrit

au cercle et à la conique.

3°. // existe deux droites toujours réelles, telles, que deux points

conjugués quelconques par rapport à la conique, pris sur une de ces

droites, sont conjugués par rapport au cercle.

[* ] Cette théorie est extraite du Cours de Géométrie supérieure professé à la Faculté

des Sciences de Paris.

Tome V (a'' série). — Novembre 1860. -^^
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En d'autres termes, ces droites sont deux cordes communes au cercle

et à la conique; ou, si l'on veut, sont les côtés réels du quadrilatère

(imaginaire) inscrit au cercle et à la conique.

2. Soit O le centre du cercle, et Ry/— i son rayon. Que par le

point O on élève sur le plan de la figure une perpendiculaire OS, égale

à R, le point S, extrémité de cette perpendiculaire, jouira des pro-

priétés suivantes :

i''. Si l'on a dans le plan de lafigure un point et sa polaire relative

au cercle imaginaire , la droite menée du point S à ce point, sera per-

pendiculaire au plan mené du même point S à la polaire.

2°. Les droites menées du point S à deux points conjugués par rap-

port au cercle, seront rectangulaires

.

3". Le plan mené du même point S à deux droites conjuguées par
rapport au cercle, seront rectangulaires [*].

3. Si l'on conçoit un cône qui ait pour sommet le point S, et pour

base le cercle imaginaire, ce sera le cône asymptote d'une sphère, de

rayon quelconque, ayant son centre en S.

Par conséquent, la courbe d'intersection de la sphère par le cône

sera le cercle imaginaire situé à l'infini.

4. D'après cela, les propriétés du cercle imaginaire considéré sur le

plan (2) donnent lieu aux propriétés suivantes du cercle imaginaire

situé à l'infini sur la sphère :

1°. L'arc polaire d'un point de la sphère,relatij au cercle imaginaire

,

est dans le plan perpendiculaire au rayon qui aboutit au point de la

sphère.

2°. Deux points conjugués par rapport au cercle imaginaire sont

distants entre eux d'un quadrant.

3°. Deux arcs conjugués par rapport au cercle imaginait e sont

rectangulaires.

Ces notions relatives au cercle imaginaire situé à l'infini sur la

sphère, servent à démontrer, avec une facilité extrême, une foule de

[*] Ces propositions sont démontrées dans le Traité de Géométrie supérieure

(ch.XXIII; p. 546-556).
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propositions delà Géométrie spliérique. Mais nous ne devons les appli-

quer ici qu'à la théorie des coniques hoiiiofocales.

5. Concevons maintenant un cône ayant son sommet en S, et pour

base la conique C : •

i«. Les trois axes principaux de ce cône seront les droites menées du

point S aux trois points, dont chacun a la même polaire dans la conique

et dans le cercle imaginaire ;

a°. Ses deux plans cycliques [*] passeront respectivement par les

deux cordes communes au cercle et à la conique ;

3°. Ses deux lignes focales seront les droites menées du point S aux

deux points de concours des tangentes communes au cercle et à la

conique.

6. Quand la conique C a un double contact avec le cercle imagi-

naire, le cône (S, C) est de révolution.

De sorte que :

Tous les cônes de réwludon de même sommet , ont pour bases, sur

un plan ,,uelconque, des coniques qui ont toutes un double contact

avec un même cercle imaginaire.

7 Concevons une sphère ayant son centre en S. Le cône (S, C) la

coupera suivant une conique spliérique formée de deux courbes dis-

tinctes, égales et diamétralement opposées, qui proviennent des deux

nappes du cône, et qu'on appelle ellipses sphériques.

Le cône qui a pour base le cercle imaginaire détermine sur la sphère,

con.me nous l'avons dit (5), le cercle imaginaire situé à l'infini.

Il résulte donc de ce qui précède (5) que :

Etant donnée une conique sphérique :

1° // existe sur la sphère trois couples de points, opposés diamétra-

lement deux à deux sur trois diamètres rectangulaires, tels, que l'arc

\
*

1 J'ai appelé plans cycliques d'un cône du second ordre, les deu.v plans menés par

le sommet du cône parallèlement aux plans de ses sections circulaires.{M Mémouc

sur les propriétés générales des cônes du second ordre; insère dans le t. VI des Mé-

moires de fAcadémie royale de Bruxelles, année 1 83o .)
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polaire de chacun d'eux par rapport à la conique passe par les points

appartenant aux deux autres couples.

Ces points sont des centres de la conique sphérique.

i". Il existe deux arcs de grands cercles, tels, que deux points con-

jugués par rapport à la conique, pris sur un de ces arcs, sont distants

d'un quadrant.

Ces arcs sont appelés arcs cycliques de la conique.

3°. // existe deux couples de points, opposés deux à deux diamé-

tralement, tels , que deux arcs conjugués par rapport à la conique,

menés par un de ces points, sont toujours rectangulaires.

Ces points sont appelés \e?,Jo)'ers de la conique sphérique.

8. Les centres, les arcs cycliques et les ^q^eri' d'une conique sphé-

rique définis ainsi par des propriétés spéciales qui ne comportent que
l'idée de la conique même, sont susceptibles d'autres définitions qui

dérivent de la considération du cercle imaginaire situé à l'infini. Ainsi

l'on peut dire que :

1°. Les centres d'une conique sphérique sont des points dont chacun

a le même arc polaire par rapport à la conique et au cercle imaginaire

situé à l'iri/ini.

2°. Les arcs cycliques de la conique sont les deux arcs de grands

cercles [toujours réels) sur lesquels se trouvent les points d'intersec-

tion (imaginaires) de la conique et du cercle ; ou, si l'on veut, ces arcs

sont les côtés réels du quadrilatère (imaginaire) inscrit à la conique et

au cercle.

3°. Lesfoyers de In conique sont les points de concours [toujours

réels ) des arcs tangents communs à la conique et au cercle ; ou si

l'on veut, sont les sommets réels du quadrilatère (imaginaire) circon-

scrit à la conique et au cercle.

On conçoit sur-le-champ combien ces nouvelles définitions, jointes

aux notions premières du cercle imaginaire présentées ci-dessus (4),

seront utiles dans une foule de questions, nous pourrions dire dans

toutes les parties de la théorie des coniques sphériques.

Pour nous renfermer ici dans le seul sujet des coniques homofo-

cales, nous en conclurons simplement ce principe, qui sera notre point

de départ :
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Deux coniques sphériques homofocales sont deux coniques dont le

qurnliilatère circousci it est aussi circonscrit au cercle imaginaire situé

à Vinjini.

9 II résulte de là que . Toutes les propriétés relatives à un système

(le couiques inscrites dans un même quadrilatère s'appliquent à nu

système de coniques homofocales.

Mais cette notion ne suffirait pas, si l'on omettait de remarquer qu'au

nombre des coniques inscrites dans le quadrilatère circonscrit à un

système de coniques homofocales, s'en trouve une qui n'est pas une

conique houiofocale, et qui néanmoins jouit des mêmes propriétés,

comme conique inscrite au quadrilatère : cette courbe particulière est

le cercle imaginaire situé à l'infini.

C'est la considération de ce cercle imaginaire qui conduit aux plus

belles propriétés des coniques homofocales, et surtout à celles dont les

démonstrations présenteraient souvent ie plus de difficultés par d'au-

tres voies.

10. Enfin, ce cercle imaginaire établit une relation fort simple entre

tous les cercles tracés sur la sphère, relation singulière peut-être, mais

qui nous sera d'une très-grande utilité. C'est que :

Tous les cercles {grands ou petits ) tracés sur la sphère peuvent être

considérés comme des coniques sphériques qui ont un double contact

avec le cercle imaginaire à l'ijifini.

11. Après ces considérations générales et préliminaires, nous pas-

sons aux propriétés des coniques homofocales.

Ces propriétés sont extrêmement nombreuses; et leur nombre en

rend l'exposition difficile, car il ne permet guère un classement métho-

dique qui serait si désirable.

Cependant nous avons cherché à renfermer la plupart et les plus

importantes de ces propriétés dans quatre propositions tres-génêrales,

desquelles elles pussent se conclure comme simples conséquences, au

moyen d'hypothèses particulières très-variées.

Voici quelles sont ces propositions générales ;

1 HiioRÈjiii [
.
— Etant données deux coniques hoinoJocales\, A', et une
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troisième conique quelconque \} , si dans les quadrilatères UA [*

et lUA' on inscrit deux coniques quelconques B, B' : le quadrilatère

BB' sera circonscrit tout à la fois à une conique homojocale aux

deux A, A', et à une conique homofocale à U.

Théorème II. — Etant données deux coniques honiojocales A, A' et

une troisième conique quelconque U, si dans le quadrilatère UA on

inscrit une conique B : on pourra inscrire dans le quadrilatère U A'

une conique B' homojocale à B.

Théorème III. — Etant données trois coniques homqfocales A, A', A"

et une quatrième conique U, si dans les deux quadrilatères

on inscrit deux coniques B, B' : les deux quadrilatères

UA

UA' AU"

et B B' seront circonscrits à une même conique B"

Théorème IV. — Quand trois coniques quelconques A, B, C sont

inscrites dans un même quadrilatère^ si l'on décrit deux coniques A',

B' homojocales rt A e< B, respectivement : on pourra inscrire dans le

quadrilatère A' B' une conique C homofocale à la troisième conique C ;

Et les deux quadrilatères

tangents à une même conique

ABC
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1

sphère on mène quatre arcs de grands cercles tangents à chacune d'elles,

etformant ainsi deux quadrilatères cïê conscrits à ces courbes; et que

dans ces quadrilatères on inscrive deux co?iiques quelconques B, B' :

le quadrilatère circonscrit à ces deux-ci sera circonscrit tout à lafois

à une conique homofocale aux proposées, et à une conique ayant pour

fojers les deux points pris sur la sphère.

On peut prendre pour les coniques B et B' des arcs diagonaux

limités chacun à deux sommets opposés du quadrilatère auquel cha-

cune de ces coniques doit être inscrite.

13, Si les deux points pris sur la sphère s'approchent indéfiniment,

et, à la limite, coïncident, le théorème prend cet énoncé :

Étant données deux coniques homojocales, si d'un point u de la

sphère, 07i leur mène des arcs tangents [*]^ et que par les points de

contact sur chacune on mène une autre conique tangente en ces points

à la même courbe : le quadrilatère circonscrit aux deux nouvelles coni-

ques sera circonscrit tout à lafois à une conique homofocale aux pro-

posées, et à un petit cercle ajant son centre sphérique en u.

En raison de ce cercle, on peut ajouter, d'après un théorème ci-

dessous (.20), que: Deux sommets opposés du quadrilatère sont situés

sur une conique homojocale aux proposées; et les arcs tangents à

cette conique en ces points passent par le centre sphérique du cercle.

14. On peut prendre pour les coniques B, B' les arcs de cercle limi-

tés aux points de contact des arcs tangents aux deux coniques propo-

sées; il s'ensuit cet énoncé :

Quand deux coniques sont homojocales, si d'un point u de la sphère

on leur mène des arcs tangents, et qu'on joigne par des arcs les points

de contact de la première aux points de contact de la seconde : le qua-

drilatèreformé par ces arcs sera circonscrit tout à lafois à une troi-

sième conique homofocale aiur proposées, et à un petit cercle aj'ant son

centre sphérique en u

.

lo. La conique U a un double contact avec A, et on prend pour la

conique B le pôle de contact :

[*] 11 s'agira toujours, dans ce qui va suivre, d'arcs de grands cercles.
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Etant données 'deux coniques homojocales A, A' et une conique U qui

ait un double contact avec A, si dans le quadrilatère UA' on ins-

crit une conique B', et que du pôle de contact des deux coniques U, A
on mène deux aies tangents à cette courbe B' : les deux points de con-

tact seront sur deux coniques tangentes en ces points aux deux arcs

menés par le pôle de contact, et dont l'une sera Jiomojocale aux coni-

ques A, A', et l'autre homnfocale à la conique U.

!(>. On peut prendre pour la conique B' une diagonale du qua-

drilatère UA' et pour la conique U l'arc limité aux deux points de

contact sur A ; le théorème devient :

Quand deux coniques A, A' sont homojocales, si de deux points u, u,

de la première on mène quatre arcs tangents à la seconde : deux som-

mets opposés du quadrilatèreformé par ces quatre arcs seront sur deux

coniques tangejitesen ces points aux arcs menés par le pôle de l'arc lui,,

et dont l'une sera homojocale aux coniques A, A', et l'autre aura pour

foyers les deux points u, u,.

17. Si la conique U, dans le théorème I, est un petit cercle de la

sera circonscrit à un autre cercle deBB'sphère, le quadrilatère

même centre sphérique.

Deux sommets opposés du quadrilatère seront situés sur une coni-

que homofocale aux proposées et dont les arcs tangents en ces points

passeront par le centre sphérique du cercle.

Si l'on suppose que le cercle devienne infiniment petit et se réduise

à un point, on retrouve le théorème (15).

18. Quand la conique U est un petit cercle, comme nous venons

de le supposer, on peut dire qu'elle a un double contact avec le cercle

imaginaire situé à l'infini (10). Considérons celui-ci à l'instar des co-

niques homofocales (9), et prenons-le pour la conique A dans le théo-

rème (15) ci-dessus, on aura cet énoncé :

Etant donnés deu,r petits cercles de même centre sphérique, U e< B,

et une conique sphérique A', si l'on inscrit dans le quadrilatère
\
UA'
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une conique quelcorique B' : le quadrilatère

une conique homojocale à A'.

BB' sera circonscrit a

19. On |)reiid pour le cercle B le centre du cercle U; il en résulte

que :

Etant donnés un petit cercleU et une conique A\ si dans lequadrilatère

U A'I on inscrit une conique B', et que du centre du cercle U on mène

deux arcs tangents à cette conique : les deux points de contact seiont

sur une conique homofocale à A' et tangente en ces points aux deux

arcs menés par le centre du cercle U.

20. Prenons pour la conique B' l'arc diagonal limité à deux som-

mets opposés du quadrilatère U A' ; il e" résulte que

Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique A' et à un

cercle U : deux sommets opposés sont une conique homojocale à A'
;

et les arcs tangents à cette conique en ces points passent par le centre

sphérique du cercle [*].

Conséquences du théorème 11.

'21 . La conique U peut être un arc de grand cercle limité à deux

[] Corollaire. Quand le cercle est tangent à la conicjue en un point (/, le quadrila-

'ère circonscrit devient un triangle abc, dont le côté ac est l'arc tangent aux deux

courbes en leur point de contact d; les t olés iib, bc sont les deux autres arcs tangents

communs à ces courbes.

Les deux sommets a, c du triangle représentent deux sommets opposés du quadrila-

tère primitif; par conséquent (7^' sont sur une conique homofocale à la proposée, et les

arcs tangents à celte courbe en ces points passent par le centre sphérique du cercle.

Pareillement, le troisième sommet b du triangle et le point de contact d du côté ac re-

présentent les deux autres sommets opposés du quadrilatère, et sont, par conséquent,

sur une autre conique homofocale, dont les arcs tangents en ces points passent aussi

par le centre spliérique du cercle.

Cette conique est déterminée par le seul point d; de sorte que si l'on a une infinité

de cercles tangents à la conique au même point d, le lieu des sommets b des angles

sphériques circonscrits à la conique et à chaque cercle est une conique homofocale.

Mais c'est surtout la première partie du théorème, savoir, que les deux sommets a, c

Tome V {i' série). — DÉciiMBUE iS6o. •^^
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points. Ces points peuvent coïncider; dans ce cas, le théorème prend

cet énoncé :

Quand deux coniques spheriques A, A' sont homojocnles , si d'un

poifit II de la sphère on leur mène des arcs tangents, et que par les

points de contact de la première A on mène une conique B tangente à A

en ces points : par les points de contact de la seconde A' on pourra

mener une conique B' tangente à A' en ces points et homofocale à ]>.

22. On peut prendre pour la conique B l'arc de grand cercle limité

aux deux points de contact de A ; il s'ensuit que :

Quand deux coniques A, A' sofit homofocales ; si d'un point de

la sphère on leur mène des arcs tangents : on pourra Jaire passer par

les deux points de contact de l'une une conique tangente à celle-ci en

ces points et ayant pourJojers les deux points de contact de Vautre.

De sorte qu'on peut dire :

Quand deux coniques A, A' sont homofocales : deux points de l'une A

peuvent être pris pour les foj ers d'une conique qui ait un double con-

tact avec l'autre A'; les arcs tangents à celle-ci, menés par les deux

points de contact, passeront par le point de concours des arcs tangents

à la première A menés par les deux points pris sur cette courbe.

25. La conique U a un double contact avec A, et on prend pour la

conique B le pôle de contact; il s'ensuit que :

Quand deux coniques A, A' sont homofocales , si une conique U a un

double contact avec la première : le quadrilatère UA' sera circonscrit

à un cercle dont le centre sphérique sera le pôle de contact des deu.T

coniques h. et {].

24. On peut prendre pour la conique U un arc limité à deux points

de A; il s'ensuit que ;

du triangle sont sur une conique homofocale à la proposée, qui offre tle l'intérêt ; car

elle conduit immédiatement à une belle propriété du polygone d'un nombre de côtés

donné, circonscrit à une conique sphérique, de périmètre minimum, savoir que les sniii-

mets (le ce polygone sont siliirx sur une conique homojocale; ce qui a lieu aussi pour la

portion de polygone, d'un noudiri' de côtés donné, de périmètre uiinimum, circonscrite

à un arc donné de conique sphérique.
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Quand deux coniques A , A' sont homojocales, si de deux points u , u

,

de la première on mène des arcs tangents à la seconde : le quadrilatère

formé par ces arcs est circonscrit à un cercle dont le centre sphérique

est le point de concours des arcs tangents à la conique A en ses deux

points II, 11,.

En d'autres termes : Quand deux sommets opposés d'un quadrilatère

circonscrit hune conique sphérique A' sont situés sur une conique liomo-

focale A : ce quadrilatère est circonscrit à un petit cercle dont le centre

sphérique est au point de concours des arcs tangents à la conique A

menés par les deux sommets du quadrilatère [*].

Cette proposition est la réciproque du théorème (20).

23. La conique U a un double contact avec A, et on prend pour la

conique B l'arc qui joint les deux points de contact :

Quand deux coniques A, A' sotit homojocales, si une conique U a un

double contact avec A : on pourra inscrire dans le quadrilatère UA'

une conique ayant pour joyers les deux points de contact de U
avec A.

Conséquences du théorème III.

26. Supposons que la conique U se réduise à un point; il s'ensuivra

que :

Quand trois coniques A, A', A" sont homojocales, si d'un point u de

la sphère on leur mène des arcs tangents ; et que par les points de con-

tact des deux premières on mène deux autres coniques B, B' tangentes

à ces courbes en ces points : on pourra inscrire dans le quadrilatère

I*] Ce théorème, sauf la détermination du centre du cercle, se trouve dans \e Mé-

moire sur les propriétés des arcs d^une conique dont la différence est rectifiable [\o\r

Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences; t. XVII, p. 84' ; année i843).

Il a une grande importance, parce que c'est de là que se déduisent les belles pro-

priétés des polygones de périmètre minimum circonscrits à des arcs de coniques,

qui sont le sujet de ce Mémoire. En faisant connaître ces propriétés pour les coni-

ques planes, j'ai annoncé qu'elles s'appliquaient aux coniques sphériques, et que c'était

même un des avantages inhérents au point de vue géométrique sous lequel je considé-

rais ces questions.

55..
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une conique B" tangente à La troisième conique honiojocale A"BB'

en ses deux points de contact par Les arcs menés du point u.

27. On peut prendre pour les coniques B, B' les arcs limités aux
points de contact des coniques A, A'. Donc :

Quand trois coniques A, A', A" sont homojocales, si d'un point de la

sphère on mène des arcs tangents aux deux premières A, A', et qu'on

joigne les deux points de contact de A aux points de contact de M par
quatre arcs de grands cercles : on pourra inscrire dans le quadrilatère

jbrmé par ces arcs une conique ayant un double contact avec la troi-

sième conique A"; les arcs tangents à ces deux courbes en leurs points

de contact passeront par le point pris sur la sphère.

Si dans ce théorème et le précédent on prend, à la place de la troi-

sième conique A", le cercle imaginaire situé à l'infini, on retrouve la

seconde partie des théorèmes (13 et 14).

Conséquences du théorème IV.

28. On peut prendre pour les coniques B, B' les arcs limités respec-

tivement aux foyers des deux courhes A, A' ; on en conclut que :

Quand trois coniques quelconques A, B, C sont inscrites dans un
même quadrilatère : les arcs menés des foyers de la première ar/.r foyers

de la secondeforment un quadrilatère dans lequel on peut inscrire une

conique homofocale à la troisième;

Ce quadrilatère et celui dans lequel sont inscrites les trois coniques

proposées ont leurs huit côtés tangents à une même conique.

29. Que l'une des trois coniques soit un cercle, C par exemple, il

suit alors du théorème général que :

Quand deux coniques A, B sont inscrites dans un quadrilatère cir-

conscrit à un cercle, si l'on décrit deux coniques A', B' qui leur soietit

homojocales , une à une respectivement : le quadrilatère circonscrit à

ces deux coniques sera circonscrit à un cercle ayant le même centre,

sphérique que le premier;

Et les deux quadrilatères auront leurs huit côtés tangents à une

même conique.
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50. On peut prendre pour les deux coniques ^.', B' les arcs limités

aux foyers de A et de B. Donc :

Quand deux coniques A, B sont inscrites dans un quadiilatère cir-

conscrit à un cercle : les arcs de grands cercles menés des Jo) ers de

l'une aux foyers de l'autre forment un quadrilatère circonscrit à un

second cercle qui a le même centre sphérique que le premier ;

Ce quadrilatère et celui qui est circonscrit aux coniques proposées

ont leurs huit côtés tangents à une même conique.

31. Quand les deux coniques A, Bout un double contact, on peut

prendre pour la troisième C, soit le pôle de contact, soit Tare de grand

cercle limité aux deux points de contact; il en résulte ce théorème :

Quanddeux coniques A, B ont un double contact, si l 'on décrit deux

autres coniques A', B' qui leur soient homofocales, une à une respecti-

vement : on pourra inscrire dans le quadrilatère A'B' , premièrement

un cercle ayant pour centre sphérique le pôle de contact des deux co-

niques ^., B; secondement une conique ayant pour Joj ers les deux

points de contact de ces courbes Pi. e< B; et troisièmement une conique

tangente à ces deux A, B en leurs deux points de contact.

Ou peut prendre pour les deux coniques A', B' les arcs limités aux

foyers des deux proposées A, B.

52. La conique B peut être l'arc limité à deux points b, b, de A; il

en résulte ce théorème :

Quand on a deux coniques homojocales A , A', si Von décrit une troi-

sième conique quelconque B' qui ait pourjojers deux points b, b, <i?e A :

le quadrilatère A' B' sera circonscrit à un cercle ayant pour centre

sphérique le point de concours des ores tangents à A en ses points h, b,
;

Et dans ce quadrilatère on pourra inscrire une conique tangente

à A aux deux points b, b,.

55. On peut prendre pour la conique A' la conique A elle-même; il

en résulte que :

Quarul une conique B' a stsJnyers sur une conique A : le quadrila-

tère circonscrit à ces deux courbes est toujours circonscrit à un petit
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cercle dont le centre sphérique est au point de concours des arcs tan-

gents à la conique A menés par lesfoyers de B'.

34. On conçoit que la considération du cercle imaginaire à l'infini

sur la sphère, de laquelle nous venons de faire dériver de nombreuses

propriétés des coniques spliériques homofocales, donne lieu à une

théorie, également simple et féconde, des coniques sphériques homo-

cy cliques.

Du reste les propositions dans ces deux théories se correspondent,

et l'on passe des unes aux autres sans difficulté, par le seul principe

des figures sphériques supplémentaires.

SURFACES DU SECOND ORDRE HOMOFOCALES.

Préliminaires.

\. Par la courbe d'intersection de deux surfaces du second ordre

passent une infinité d'autres surfaces du même ordre ; et au nombre

de ces surfaces se trouvent quatre cônes. Le sommet de chaque cône

a pour plan polaire, dans toutes les surfaces, le plan des sommets des

trois autres cônes.

Cette propriété des surfaces du second ordre a été démontrée en

premier lieu par M. Poncelet dans le Supplément de son Traité des

propriétés projectii'es des figures, et il en a conclu ensuite, par la théorie

des polaires réciproques, que la surface développable circonscrite à

deux surfaces du second ordre admet quatre sections planes qui sont

simplement du second ordre, c'est-à-dire des coniques; et que ces

courbes sont situées dans les quatre plans dans lesquels se trouvent

aussi, trois à trois, les sommets des quatre cônes qui passent par la

courbe d'intersection des deux surfaces [*].

M. Poncelet a appelé ces courbes lignes de striction de la dévelop-

pable
;

parce que ce sont des lignes de pénétration des nappes de

cette surface.

[*] Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques, art. io3 ; voii' Journal

rie Mathématiques de Crelh;, t. IV, p. 87, année 1829.
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2. On peut inscrire dans la développable circonscrite à deux sur-

faces du second ordre [*] une infinité d'autres surfaces du même
ordre; de même que l'on peut mener par la courbe d'intersection

des deux surfaces une infinité d'autres surfaces du même ordre.

Chacune des surfaces inscrites dans une développable est détermi-

née si l'on donne un plan auquel elle doive être tangente.

Les quatre coniques, lignes de striction de la développable, repré-

sentent quatre de ces surfaces, qui se distinguent de toutes les autres,

en ce que chacune d'elles a un de ses trois axes principaux nul. Disons

que ce sont des surfaces du second ordre infiniment aplaties et limi-

tées par le contour de chaque section conique. C'est ainsi que nous

considérons dans la théorie des coniques planes une droite limitée à

deux points, et dans la théorie des coniques sphériques un arc de

grand cercle limité à deux points, comme représentant une conique,

plane ou sphérique, infiniment aplatie.

Une surface du second ordre et une conique, situées d'une manière

quelconque dans l'espace, déterminent une développable circonscrite,

dans laquelle on peut inscrire une infinité d'autres surfaces du second

ordre : cette développable a trois lignes de striction autres que la

conique proposée qui forme la quatrième.

De même, deux coniques situées d'une manière quelconque dans

l'espace déterminent une développable circonscrite, dans laquelle on

peut inscrire une infinité de surfaces du second ordre; cette dévelop-

pable a deux lignes de striction autres que les coniques données.

3. La développable circonscrite à deux surfaces du second ordre

peut être imaginaire; ce qui a lieu, par exemple, dans le cas de deux

ellipsoïdes dont l'un est renfermé dans l'autre.

Mais, de ce qu'une développable est imaginaire, il ne faut pas en

conclure que toutes ses lignes de striction le soient aussi ; car il existe

une infinité de surfaces du second ordre qu'on peut dire inscrites dans

la développable imaginaire; et une ou plusieurs de ces surfaces peu-

[*] Celte développable est du huitième ordre; ce que nous avons dcmontré dans

\'^/ierçii histariquc, p. aSo.
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vent se réduire à des coniques, comme dans le cas où la dévelopnable

est réelle.

Des deux coniques qu'on prend pour lignes de striction, et qui

déterminent une développable, une ou toutes les deux peuvent être

imaginaires; de même que, des deux cônes qui déterminent une

courbe d'intersection (réelle ou imaginaire) par laquelle passent une

infinité de surfaces du second ordre, un ou tous les deux peuvent être

imaginaires.

4. Quand deux surfaces du second ordre sont concentriques, leur

développâtle circonscrite a une ligne de striction {réelle ou imaginaire)

située à l'injini.

Car le centre commun des deux surfaces a pour plan polaire dans

les deux surfaces le plan situé à l'infini; et dans ce plan se trouve une

des quatre lignes de striction de la développable ( I ).

Réciproquement, quand la développable circonscrite à deux sur-

faces a une ligne de striction à Vinfini, ces surfaces sont concentriques.

Ce cas est, en particulier, celui des surfaces homofocales, comme on

va le voir tout à l'heure.

5. Voici un théorème général fort important auquel il donne lieu :

Quand deux surfaces sont concentriques, si par une droite quel-

conque L on mène deux plans conjugués par rapport aux deux sur-

faces [*], ces plans sont parallèles à deux plans diamétraux conju-

gués d'une même troisième surface du second ordre déterminée d'espèce.

Cette surface, si on la suppose concentrique aux proposées, a pour

cône asymptote, le cône qui a pour sommet le centre commun des sur-

faces, et pour base la conique, ou ligne de striction, située à l'infini.

Quand la droite L est tangente aux deux surfaces, les deux plans con-

jugués sont les plans tangents à ces surfaces menés par les points de

contact de la droite L.

Cette droite peut être tangente aux deux surfaces en un même point

situé sur leur courbe d'intersection; les deux plans conjugués sont les

plans tangents en ce point.

[ *] Nous (lisons que deux plans sont conjugués par rapport à une surface quand le

pôle de l'un est situé sur l'autre.



PURES ET APPLIQUÉES. 44

1

Surfaces homofocalcs

.

6. Considérons la développable circonscrite à une surface du second

ordre donnée A et à un cercle imaginaire situé a l'infini. Une infinité

d'autres surfaces du second ordre seront inscrites dans cette dévelop-

pable, et toutes les surfaces seront concentriques, puisque la dévelop-

pable a une ligne de striction à l'infini.

Or, d'une part, tout cône ayant pour base un cercle imaginaire

situé à l'infini, est, comme nous l'avons vu au sujet des coniques sphé-

riques (art. 5), le cône asymptote d'une sphère.

Et, d'autre part, deux plans diamétraux conjugués d'une sphère

sont rectangulaires. D'après cela, le théorème général qui précède

donne lieu à celui-ci :

Quand deux surjaces du second ordre A, B sont telles, que leur

dé\>eloppable circonscrite ait pour une de ses lli^nes de striction un

cercle imaginaire situé à l'infini, les deux plans conjugués par rapport

aux deux surfaces, que l'on peut mener par une droite quelconque

donnée L, sont toujours rectangulaires.

Et en particulier, les plans tangents aux deux surfaces menés par

une même tangente commune quelconque, sont toujours rectangulaires.

Par conséquent, les deux surjaces se coupent partout à angle droit.

7. On reconnaît, à cette dernière propriété, les surfaces homofocales

.

Ainsi un système de surfaces homofocales est simplement un système

de surfaces inscrites dans une même développable; système qui ne se

distingue de tout autre, qu'en ce que cette développable a pour une

de ses lignes de striction un cercle imaginaire situé à l'infini.

Cette définition des surfaces homofocales est la plus concise, la plus

nette et la plus féconde. Elle conduit avec une facilité extrême à une

foule de propriétés de ces surfaces, que ne pouvait faire soupçonner la

définition accoutumée, savoir, que ce sont des surfaces dont les sections

principales sont décrites des mêmes foyers. Une des plus importantes

de ces propriétés est, sans nul doute, celle qu'exprime le théorème pré-

cédent [*].

[*1 On en conclut notaninient cette belle propriété cjue, de quelquepoint de rcspace

56
Tome V (•'* série). -- Décembre iSTo
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8. On sait que ce système de surfaces, qu'on a appelées depuis homo-

Jbcales, a été considéré en premier lieu par M. Ch. Dupin, et qu'il tient

une grande place dans le savant ouvrage qui a tant contribué, par les

recherches neuves et importantes qu'il renferme et par la facilité des

démonstrations, à répandre le goût tles doctrines de la pure géomé-

trie [*]. L'illustre auteur, que des considérations plus générales sur les

lignes de courbure des surfaces d'ordre quelconque conduisaient à

l'étude particulière de ce système de surfaces du second ordre, a bien

reconnu que les deux sections coniques, ellipse et hyperbole qui figu-

rent dans ce système, sont les limites des séries d'ellipsoïdes et d'hy-

perboloides à une et a deux nappes ; que ce sont des surfaces infini-

ment aplaties, parce qu'un de leurs axes principaux est devenu nul [**].

Mais c'est à un autre point de vue que ces mêmes courbes nous re-

présentent des surfaces limites infiniment aplaties, quand nous les con-

sidérons dans la développable circonscrite à toutes les surfaces, sur

laquelle elles forment deux lignes de striction.

Ces courbes sont situées dans deux plans principaux des sinfaces;

une troisième, imaginaire, est située dans le troisième plan principal.

Ces trois courbes et le cercle imaginaire situé à l'infini forment les

quatre lignes de striction de la développable.

On ne peut parler des surfaces homofocales sans penser aux deux

f/ue l'on cnn.sidèrr deux surfaces Immnfocalcs, leur^ contours apparents pataissrnt se

coupera angle droit. D'où il résulte, d'après la théorie de Monge, que ces deu.r <!urfaces

forment les deux nappes lieux des centres de courbure tl'une certaine surface unii/ue

(voir Aperçu liistorii/ue, p. 3q2 ). Prernii-r exemple, et peiit-ètre le seul jusqu'ici, de

deux nappes ou surfaces que l'on reconnaît comme étant le lieu des centres de cour-

bure d'une autre surface. Cette propriété des deux surfaces homofocales conduit natu-

rellement, d'a|)rès la théorie même de Monge, à la considération des lignes géodésiqucs

sur les surfaces du second ordre.

M. Lioiiville a donné ré.|uation différentielle de la surface, ou plutôt des surfaces

parallèles qui ont lein's centres de courbure sur ileux surfaces homofocales (voir

Journal de Mathénuitiqucs, t. XVI, p. (i ; année i85i).

[*] Développements de Géométrie, etc. Paris, i8i3; in-4".

[**] M. Binet est parvenu à des résultats semblables, dans un beau Mémoire de

fiéométrie et de Mécanique, sur la Théorie des axes conjugués et des moments d'inertie

des corps (voir Journal de l'École Polytechnique, t. IX; iG"" cahier, p. 4' j année i8i3).
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célèbres théorèmes de Maclaurin et d'Ivory sur l'attraction des ellip-

soïdes, et surtout aux belles recherches de M. Lamé sur la théorie de

la chaleur, dans lesquelles ce système de surfaces orthogonales trouve

les applications les plus heureuses dans l'étude des phénomènes phy-
siques, comme dans les théories analytiques les plus relevées.

9. Mais on n'avait point encore étudié d'une manière spéciale les

propriétés géométriques de ces surfaces, quand j'en ai fait le sujet d!un

travail étendu, dont les résultats principaux se trouvent dans une des

Notes de r^^e/'ÇH historique (Note XXXI, p. 384-399 et p. 556).

Je me suis attaché alors à considérer ces surfaces comme formant la

théorie qui, dans la géométrie à trois dimensions, correspond à celle

des coniques homofocales sur le plan ou sur la sphère. Et à raison de

cette analogie, d'après laquelle chacune des deux lignes de striction

réelles dont il vient d'être question correspond à 1 ensemble des deux

foyers d'une conique, j'ai appelé ces courbes, les coina^ues focales, ou

excentriques des surfaces du système. De très-nombreuses propositioi s

ont constaté l'analogie ainsi entendue.

C'est dans ce même travail que se trouve pour la première fois cette

propriété des surfaces homofocales, d'être toutes inscrites dans une

même développable ; propriété qui est la base d'une foule de consé-

quences.

10. Depuis, la question des lignes géodésiques sur Tellipsoïde m'a

donné lieu de reconnaître que ces surfaces homofocales sont aussi im-

portantes dans l'étude de ces lignes, f[u'elles l'ont été dans la question

des lignes de courbure. Il nous suffira de rappeler ici celte propriété

fondamentale, que : les tangentes à une ligne géodésique tracée sur

une sur/ace du second ordre sont toutes tangentes à une autre surface,

homofocale a la première. Et par suite, les plans osculateurs de la ligne

géodésique sont eux-mêmes tangents à la seconde surface [*].

11. L'objet de la présente communication est de présenter un en-

semble de propriétés des surfaces homofocales déduites immcdiate-

[*] Voir Comptes rendu», t. XXII, année 1846; p. 63-72, 107-111, 3i3-3i8,

517-521

.

56.
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ment de la considération du cercle imaginaire situé à l'infini, c'est-à-

dire de ce cercle qui forme une des lignes de striction de la dévelop-

pable (imaginaire) circonscrite aux surfaces, et qui constitue le carac-

tère propre et essentiel de cette développable.

Ces propriétés sont très-nombreuses; mais nous les comprendrons,

comme nous avons fait pour les coniques sphériques, sous quatre

théorèmes généraux, desquels il suffira de déduire les principales

conséquences particulières.

Et quant à ces quatre théorèmes généraux, ils offrent un exemple

bien remarquable de l'enchaînement qui existe entre toutes les parties

d'une théorie, et de la possibilité souvent de les ramener toutes à un

principe unique et très-simple : car ces théorèmes, quoique différents,

se tirent d'une même proposition fondamentale concernant des sur-

faces d'un ordre quelconque. Voici l'énoncé de cette proposition,

appliquée à des surfaces du second ordre :

Théorème fondamental.— Quand quatre swjaces du second ordre

A, A', B, B' sont telles, que les deux développables circonscrites à ces

sur/aces prises deux à deux, suietit circonscrites à une même antre

surface du second ordre : il en sera de même des deux développables

circonscrites aux surfaces A, A', B, B' prises deux à deux d'une

autre manière.

Par exemple, si les développables AB AB' sont circonscrites

à une même surfacf^ U, les développables AA' > BB' seront aussi

circonscrites à une même surface.

Quatre tliéorèmes généraux sur les surfaces homofocales.

12. Théorème 1. — Etant données deux surfaces homofocales A ,
.\'

et une autre suiface quelconque U ; si dans les deux développables

on inscrit deux surfaces quelconques li, B' : la déve-UA UA'

loppable BH' sera circonscrite tout à la fois à une surjace homofo-

cale à k et A', et à une surface homofocale à U.
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La première partie de cet énoncé est une application immédiate du

tJiéorème précédent.

Quant à la seconde partie, appelons C, le cercle imaginaire situé à

l'infini, que nous considérerons comme une surface du second ordre

inscrite dans la développable AA' • Les deux développables UB

et A'C, sont circonscrites à une même surface A. Donc les dévelop-

UA'
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En effet, les deux développables UB
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Etant données deux surfaces homofocales A, A' et une coni(iue U

ifuelcom/ue; si dans les développables UA
|

>
|
UA'

[

on inscrit deux

surfaces B, B' : la développahle BB' ie/vz circonscrite tout à la Jois

à une surface homojocale à A et A', et à une surface qui aura pourfocale

la conique U.

17. La conique U peut être infiniment aplatie et se réduire à une

droite limitée à deux points u, u, :

Etant données deux surfaces homofocales A, A' ; si l'on circonscrit à

chacune d'elles deux cônes ayant pour sommets deux points don-

nés u, u,, et que dans les deux cpnes circonscrits à A on inscrive une

surface B, et dans les deux cônes circonscrits à A' une surface B' : la

développable BR' sera circonscrite à une surface Jioniofocale à A

et A', et à une surface de révolution ajanl pour foyers les deux

points u, u,.

On peut prendre pour les surfaces A, A' les deux focales d'une même
surface.

18. Si la surface U est une sphère infiniment petite, ou réduite ii un

point :

Etant données deux surfaces homofocales A, A'; si on leur circonscrit

deux cônes ayant leurs sommets en un même point u de l'espace, et

que l'on conçoive deux surfaces B, B' inscrites aux deux surfaces A^ A',

respectivement , suivant toute l'étendue des courbes de contact dos deux

cônes : la développable RB' sera circonscrite à une surface homo-

jocale à A et A', et à une sphère ayant son centre au point w.

19. On peut prendre pour les deux surfaces B, B' les courl^es de

contact des deux cônes. Ainsi :

Etant données deux surfaces homofocales A, A' ; si on leur circonscrit

deux cônes ayant le même sommet : la développable circonscrite aux
deux courbes de contact sera circonscrite à une surface homofocale

aux proposées, et à une sphère ayant son centie au sommet conunun

des deux cônes.
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20. La surface U est inscrite à la surface A suivant une conique, et

Ion prend pour la surface B le pôle de contact des deux surfaces.

Etant données deux surjaces homojocales A, A' et une surface U

inscrite à A suivant une conique; si dans la de\>eloppable UA' on

inscrit une surface B', et que le pôle de contact des deux surfaces U
et A soit pris pour le sommet d'un cône circonsciit à cette surface B' : la

courbe de contact sera sur deujc surfaces tangentes à B' suivant cette

courbe^ et dont Vune sera homojocale à A et A', et l'autre sera homofo-

cale a la surface U.

21. On peut prendre pour la .surface B' une ligne de striction de la

développable UA' Donc

Étant donne'es deux surjaces homofocales A, A' et une swjace U

inscrite dans A : chaque ligne de striction de la développable UA'

est'tout à laJais sur une surjace homojocale à A et A', et sur une sur-

face homojocale n U ; ef ces deux surjaces sont inscrites dans le cône

qui a pour base la ligne de striction et pour sommet celui du cône cir-

conscrit à V et à A suivant leur courbe de contact.

22. On prend poiu" la surlace U dans le théoren)e 20 une conique

tracée sur la surface A :

Étant données deux surjaces homojocales A, A', et sur la première

une section plane U ; si dans la développable UA' ou inscrit une sur-

jace B', et que le sommet du cône circonscrit à A suivant la courbe U,

soit pris pour le sommet d'un cône circonscrit à cette surjace B' : la

courbe de contact sera sur deux surjaces inscrites ou circonscrites à ce

cône suivant cette courbe, et dont la piemière sera homojocale à A et A',

et la deuxième aura pourjocale la conique U.

On peut prendre pour B' une des lignes de striction de la développable

comme dans le théorème 21.UA'

25. Quand la surface U est une sphère, on peut la considérer comme
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circonscrite au cercle imaginaire situé à l'infini, et |)rendre celui-ci

pour la surface A; une surface B inscrite clans la développable UA

sera une sphère concentrique à U.

D'après cela, le théorème 1 donne lieu au suivant :

Etant données deux sphères concentriques \],\^ et une surface quel-

conque A'; si Von inscrit dans la développable UA' une surface B' :

la développable
\
BB^ sera circonscrite à une surface homofocale

à M.

24. On peut prendre pour la sphère B le centre de U. Donc :

Etant données une sphère U et une surface A', si l'on inscrit dans la

développable UA' une surface B', et qu'on circonscrive à cette sur-

face un cône qui ait son sommet au centre de la sphère U : la courbe

de contact sera sur une suiface homofocale à A' et tangente au cône

suivant cette courbe.

25. Qu'on prenne pour la surface B' une ligne de striction de la

développable UA' ; on en conclut que :

Quand une développable est circonscrite à une sphère et à une sur-

face A' : chacune de ses lignes de striction est située sur une surface

homofocale à A', et le cône circonscrit à cette surface suivant cette

courbe a son sommet au centre de la sphère.

2(i. La surface Use réduit à une droite inscrite à la surface A, c'est-à-

dire limitée à deux points u, u, de cette surface; alors la développable

UA est formée des plans tangents à A en ces deux points u, u,. Si

l'on prend pour la surface B la droite d'intersection de ces plans, il en

résulte ce théorème :

Etant données deux surfaces homofocales A, A'; et deux points u, u,

de la première étant pris pour les sommets de deux cônes circonscrits

Tome V {1' série). — Décembre 1860. bj
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à A' ; si l'on inscrit dans ces deux cônes une sutjace quelconque B', et

quepar la droite d'intersection des plans tangents à A en sespoints u, u
,

,

on mène deux plans tangents à cette surface B' : les deux points de

contact seront sur deux surjaces tangentes en ces points aux deux

plans, et dont la première sera honiojocale à A et A', et la seconde aura

pour Jojers les deux points u, u,.

On peut prendre pour la surfoce B' une des deux coniques suivant

lesquelles se coupent les deux cônes.

Conséquences du théorème II.

27. La surface U est infiniment aplatie et devient une conique :

Etant données deux surfaces homofocales A, A! et une conique U ; si

laiis la développable UA on inscrit une suiface B : oti pouriYi in-

scrire dans ta de'i'eloppable UA' une suiface hotnofocale à B.

28 Laconique U se réduità une droite limitée à deux points u, u, :

Etant données deux stirfaces homofocales A, A', à chacune des-

quelles on circonscrit deux cônes avant leurs sommets en deux points

donnés u, u, ; si dans les deux cônes circonscrits à la première surface

on insct^it une suijace B : on pourra inscrire dans les deux cônes cir-

conscrits à la seconde surface utte stirface B' homojocale à B.

29. Si les deux points «, », s'approchent indéfiniment et coïncident,

on en conclut que :

Etant données deux suijaces homofocales A, A', auxquelles on cir-

conscrit deux cônes ajnnt le iiiéine sommet; si l'on insciit à la première

une suijace B suii'ant la courbe de contact du premier cône : on pourra

inscrire à la seconde^ suivant la courbe de contact du second cône , une

surface B' homojocale ci B.

30. Qu'on prenne pour la surface A une focale de A'; et pour le

sommet des cônes lU) point du plan de cotte courbe : on obtient ce

théorème :
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Etant dotmées une surface A' et mie de ses focales A; si l'on décrit

une conique B qui ait deux points de contact avec cette conique A : on

pourra inscrire dans la surface A' une suijace B' ajant pourfocale la

conique B; le sommet du cône circonscrit à A' et B' suivant leur courbe

de contact sera le point de rencontre des tangentes aux coniques A, \icn

leurs points de contact.

.11. On peut prendre pour la conique B une corde de la focale A;

•Tlors on dira que :

Etant données une surface A' et une de sesfocales A : deux points

de cette courbe sont lesfoyers d'une surface de révolution inscrite dans

la surface P^; et le sommet du cône circonscrit à ces surfaces suivant

leur courbe de contact est le point de concours des tangentes à la co-

nique A menées par les deux points pris sur cette courbe [*].

52. On peut prendre pour la surface B, dans le théorème 29, la

courbe de contact du premier cône ; il en résulte que :

Etant données deux surfaces homofocales k, k'-.si on leur circonscrit

deux cônes ayant le même sommet : la courbe de contact de la sur-

face A sera la foccde d'une surface inscrite daiis A' suivant la courbe

de contact de celle-ci.

33. La surface U est circonscrite à la surface A, et on prend pour B

le pôle de contact. Il en résulte que :

Etant données deux surfaces homofocales A, A' et une surface U

inscrite dans la surface A : la développable UA' est circonscrite a

une sphère qui a son centre au pôle de contact des deux surfaces ket\].

34. La surface U peut être une conique tracée sur la surface A;

donc :

Etant données deux surfaces homofocales A, A' et une conique U

[*] J'ai eu occasion d'énoncer ce théorème dans une communication à l'Académie,

déjà ancienne (voir Comptes rendus, t. XVI, p. i io8; année i843)

57.
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tracée sur A : la développable
|
UA' est circonscrite à une sphère rjui

a son centie au sommet du cône circonscrit à A suivant la conique 11.

Cet, énoncé n'est au fond qu'une réciproque du théorème 25.

Conséquences du théorème III.

55. Supposons que la surface U se réduise à un point :

Etant données trois surfaces homofocales A, A', A"; si on leur cir-

conscrit trois côiu's ayant le même sommet, et que par les courbes de

contact des deux premières A, A' on mène deux autres surfaces B, B'

inscrites aux deux cônes respectifs : on pourra inscrire dans la déve-

loppable BB' une sur/ace tangente à A" suivant la. courbe de contact

du cône circonscrit à cette surface.

On peut prendre pour les deux surfaces B, B' les courbes de contact

des cônes circonscrits aux deux surfaces A, A'.

Si l'on suppose que la surface A" soit le cercle imaginaire situé à

l'infini, on retrouve la seconde partie du théorème I.

Conséquences du théorème IV.

56. On peut prendre poiu' les surfaces A', B' des coniques focales

des deux surfaces A et B; donc

Etant données trois surfaces A, B, C inscrites dans une même déve-

loppable; si l'on conçoit In développable circonscrite à deur des coni-

ques focales des surfaces K et Y^ respectivement : cette développable

sera circonscrite à une surface homofocale à C, et à une .mrface

inscrite dans ta développable ABC^

57. Si la siu'face C est une sphère, il s'ensuit (pie :

Quand deux surfaces A, B sont inscrites dans une développable cir-

cnnscrilc à une sphère C; si l'on conçoit deux sur/aces A', B' honio/o-
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cales à ces surfaces, une à une respectivement : la développahle [a' B'

se/ a circonscrite à une sphère concentrique à C;

Et les deux developpables 1 AB >
I
A'B'J seront circonscrites à une

même surface.

58. On peut supposer, comme ci-dessus (56), que les surfaces A', B'

soient des focales des deux surfaces A, B. Donc

Quand deux surjaces A, B sont inscrites dans une développable cir-

conscrite à une sphère : la développable circonscrite à deuxJocales de

ces surfaces est circonscrite à une deuxième sphère concentrique à la

première ;

Et les deux developpables sont circonscrites à une même sur-

face.

59. Si les deux surfaces A, B sont circonscrites 1 une à l'autre, on

peut prendre pour la surface C, soit leur pôle de contact, soit leur

courbe de contact; il eu résulte ce théorème :

Quand deux surfaces A, B sont circonscrites l'une à l'autre suivant

une conique, si l'on décrit deux autres sur/aces A', B' qui leur soient

homofocales, une à une respectivement : la developpable 1 A.' B' |
sera

circonscrite tout à la Jois à trois sur/aces ; premièrement à une sphère

avant son centie au pôle de contact des deux sur/aces A et B; secon-

dement à une sur/ace ajant pour J'ocale la courbe de contact de ces

deux surjaces A e/^ B ; et troisièmement à une surface circonscrite à

ces deux mêmes A et B suivant leur courbe de co?itact.

iO. Que l'on prenne pour la surface B une conique trace'>e sur la

surface A; il en résulte ce théorème :

Quand on a deux surfaces homojocales A, A', et une conique B tracée

sur II première k; si l'on décrit une surface B' qui ait cette conique pour

focale : la developpable A'Iî' sera circonscrite à uiw sphère avant
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son centre au sommet du cône ci/ conscrit à A suivant la conifjite H; et

à une suijace tangente à A suivant cette même coni(jue B.

11. On peut prendre pour la surface A', dans ce théorème, la sur-

face A; il en résulte que :

Quand une conicjue R tracée sur une surface A est prise pour la fo-

cale d'une autre surface quelconque B', la développahle circonscrite aux
deux surfaces A et B' est circonscrite à une sphère qui a son centre au
sommet du cône circonscrit à A suivant la conique B.
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ADDITION

A LA JNOTE SUft CERTAINES ÉGALITÉS

ENTRE DES SOMMES QUI DÉPENDENT DE LA FONCTION NUMÉRIQUE E(x),

INSÉRÉE DANS LE CAHIER D'AOUT [*];

Par m. J. LIOUVILLE.

Je veux ajouter II ne égalité nouvelle aux deux égalités que j'ai données

dans la Note indiquée [voir p. 287 et 288). Celle dont je veux parler

aujourd'hui est plus compliquée, mais toujours dépendante de la

fonction E (x) qui marque l'entier contenu dans jc. Elle offrira un

troisième exemple d'une suite de propositions qui touchent à la théo-

rie des formes quadratiques. L'égalité dont il s'agit se rapporte en effet

à la forme .X'- -+- 3/^, comme les deux précédentes à la forme x' -hj-.

Au premier membre figurera la différence des deux sommes

a est une quantité positive donnée à volonté; les signes sommaloires

portent sur /' et sur s : on donne à /• les valeurs successives i, 7, i3,

etc., tirées de la formule 6/x -h 1, el à s les valeurs 5, 11, 17, etc.,

tirées de la formule 6|Li -t- 5; dès qu'on dépasse a, on ne trouve plus que

des zéros, et les séries s'arrêtent d'elles-mêmes. Ceci expliqué, je fais

^ =24^ -2^

pour désigner le plus simplement possible la différence que j'ai en vue.

[*] Il y a une faute d'impression à corriger: page 288, ligne i5, au lieu de i/i,

ineUez n.
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En second lieu, représentons par B et C les deux sommes respectives

où ST prend les valeurs 2, 4, 6, 8, etc., formant la suite des nombres

pairs en commençant à 2 et en s'arrétant pour chaque somme au mo-

ment où le radical deviendrait imaginaire.

L'égalité que j'ai annoncée peut maintenant s'écrire :

A = E(i±É)-.E(l+iy/|)-^.(B + C)n.

Soit, comme exemple, a — x'] : il viendra

A = 14 + ^+1-'-' +1 — 3— I — I — I,

c'est-à-dire

A = i3.

D'un autre côté, on trouve, pour cette valeur de a,

E(li^) = 3, E(i^ly/|) = .

et

2(Bh- C)= 2(2+ i + 0= 8 :

le total 3 -f- 2 + 8 faisant t3, notre égalité est vérifiée.

[*] On remarquera que a est une quantité positive quelconque. Nous aurions pu at-

tribuer cette même signiûcation étendue aux lettres m et n dans nos deux anciennes

égalités, au lieu de supposer que m etn désignent des entiers, l'un impair, l'autre quel-

conque. Mais alors au lieu de dire (page 287) que les valeurs de ,f sont i, 3, 5, 7,..., /«,

il aurait fallu dire de prendre s— i, 3, 5, 7,..., sans dépasser m, la série s'arrétant

d'elle-même dès qu'on a s^m.
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NOUVELLE THÉORIE

DES

FONCTIONS DE VARIABLES IMAGUSAIKES;

Par m. Maximilien MARIE,
Ancien élève de l'École Polytechnique.

TROISIÈME PARTIE.

DE LA MARCHE DES VALEURS d'uîVE FONCTION IMPLICITE

DÉFINIE PAR UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE.

(Suite.)

CHAPITRE VII.

De la série de Taylov.

91 . Les deux questions, dont nous donnons la solution dans ce cha-

pitre, ont pour objet, la première, de déterminer exactement la région

de convergence de la série de Taylor, la seconde, de définir de telle

sorte la valeur de la fonction, supposée multiple, qui se développe

par la série, qu'on puisse la reconnaître parmi les racines de l'équa-

tion qui lie cette fonction à sa variable, et par conséquent l'obtenir

par la résolution même de cette équation, au lieu de la calculer par

la sommation des termes de la série.

Ainsi une fonction j étant définie par une équation algébrique en-

tière

/(x, j) = o,

qui donne m valeurs de cette fonction pour chaque valeur de la va-

riable, nous nous proposons : T de déterminer pour chaque système

de valeurs, x^, /„, de x et de j les limites dans lesquelles la série

58
Tome V (2"^ série).— Décemdre 1860.
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restera convergente; 2" d'assigner à la valeur de y, représentée par la

suite

11?-ro+(l)„(^'--^'")-

supposée convergente, des caractères qui puissent permettre de la

ilistinguer au. milieu des racines de l'équation

La série de Taylor ayant déjà donné lieu à un grand nombre de tra-

vaux, je les résume d'abord brièvement pour préciser le point où l'on

était parvenu et proposer soit quelques modifications aux énoncés des

théorèmes, soit des éclaircissements nouveaux.

92. M. Cauchy a démontré que !a convergence d'une série

A + Bx-t- Cx- 4-...,

ne liépenil que du module de x et non de la valeiu- de cette variable :

de sorte que si x est représenté par a -i- j3 y — ' , et que R soil la limite

que le module de x ne doive pas dépasser, la série restera conver-

gente pour toiite valeur de x satisfaisant à la condition

a^+/5-^<R^

si l'on avait mis la série <;ous la forme

A H- Bfo' — Xo) -\- C[x — Xoj- +...,

I.t condition de couveigeuce serait

M. Cauchy exprime cette condition eu disant (|ue le point .r, [a, jS ],

ne tloit pas sortir du cercle tlécrit d'un rayon R autour du point Xo,

[«0, /5„]. Ce cercle est souvent désigné sous le nom de cercle de con-

i'er^cnce de la série.

Comme je ne figure pas les valeurs de .r de la même manlcie (pic
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M. Cauchy, et que d'nilleurs j'associe toujours j à x^ clins la rej)ré-

sentatiou figurée, je donnerai le nom de région He convergence à la

portion du plan que peut parcourir le point [.r, j^ assujetti à satisfaire

à l'équation

dont le second membre resterait toiijoiu-s fini.

î)5. Pour déterminer la région de convergence de la série, il suffisait

de découvrir une valeur àe jc dont celte variable pût approcher indé-

finiment, sans que la série cessât d'èlre convergente, et qu'elle ne pût

dépasser, sans que la série devînt divergente.

J^a marche à suivre dans cette nouvelle recherche était facile à aper-

cevoir : la valeur cherchée de x devait être une de celles pour les-

quelles j prend des valeurs égales.

M. Cauchy a fondé ce nouveau principe sur desavants calculs; mais

je crois qu'il suffisait d'observer que la série ne pouvant donner qu'une

valeur de la fonction, et ne faisant d'ailleurs pas acception du chemin

par lequel x serait parvenu de sa valeur initiale à sa valeur finale, de-

vait nécessairement tomber dans un cas illusoire dès qu'on essayerait

de dépasser un point où la fonction prenant deux ou piusieiu's valeurs

égales pourrait suivre ensuite des routes différentes.

A la vérité, en se maintenant dans cet ordre d'idées, on ne verrait

pas pourquoi, au lieu de cesser simplement de représenter la fonction,

la série deviendrait divergente au delà d'un point multiple [*J.

Mais c'est qu'en réalité le développement d'une fonction, suivant

['] M. Caiicliy, par suite d'une manière «[ue je crois fausse, cnmine je l'ai explii|ué

dans le chapitre précédent, d'entendre la continuité, admettait qu'au moiiieat où la

variable recevait la va'eur de l'abscisse d'un des points multiples du lieu, la fonction pou-

vait, sans violer la loi de continuité, prendre indifl'cremment la marche de l'ordon-

née d'une quelconque des branches réelles ou imaginaires partant de ce |)aint mul-

tiple.

En adoptant ce principe, il fallait bien admettre ipie la série, de manière ou d autre,

cesserait de représenter la fonction au delà d'un point multiple.

Maiscomment serait-elle, pour cela, devenue divergente, si à ime distance infiniment

58.,
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la série de Taylor, n'est aucunement arrêté par l'interposition d'un

point multiple, quand ce point n offre pas d'ailleurs de nouveaux ca-

racléres spéciaux.

Les observations qui ont été présentées dans le chapitre précédent

devaient faire prévoir cette affirmation. Quelques mots suffiront pour

la légitimer.

• 9i. Si, au point multiple considéré, toutes les dérivées de j", par

rapport à x, restent finies, quelque loin qu'on les prolonge, on pourra

prendre ce point pour point de départ, et chacune des séries, suivant

lesquelles se développeront les différentes formes de j', restera con-

vergente dans un certain rayon : or ce rayon ne saurait évidemment

repasser, sans transition, de sa valeur finie à zéro, lorsqu'on déplacera

infiniment peu le point de départ.

Cela posé, d est facile de caractériser les points nuilliples où le dé-

veloppement ne saurait être arrêté.

Lorsqu'en un point multiple du lieu f{.v, j)=:o les valeurs de

'/) . . Il I • -, i I
d'y

-T ï^ont distmctes, il n y a pas de raison jiour qu aucune valeur tle-j-j

soit inhnie; de même si y- ayant au point multiple plusieurs valeurs

égales, les valeurs de —^ sont cependant distinctes, celles de —^ se-

ront finies, et ainsi de suite. Les points multiples, qui ne forment pas

obstacle au développement, sont donc ceux où les dérivées de la fonc-

lioii finisseiit par se séparer sans devenir infinies.

|)flite (lu ])oint iimltiplc elle devait avoir une valeur finie, que l'on pouvait même rendre

aussi |)etitc qu'on l'eût voulu?

Le vice de la démonstration dont on a cherché à étayer cette croyance me paraît con-

sister en ce i]ue l'on a confojulu la série avec la fonction.

On a décomposé la proposition en deux, l'une dnecte, où l'on établit que l'eqiia-

linn de j à la série représente un lieu n'ayant aucun jioint multiple ; l'autre, réciproque,

où l'on démontre que, tant que la fonction ne prend pas de valeurs midtiples, le déve-

loj)j)emint est possible.

Mais lu série ne représentant, en général, qu'un segment de la fonction, je crois

qu'il n'y avait au<iine conclusion à tirer du rajjprociiement des deu.x propositions.
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Ainsi le point double du lieu

7 = -^ S '

n'arrêtera en aucun cas le développement de la fonction Jr y i -t-x:

tandis que le point de rebroussement de la cissoïde

V 2aJ

ne pourra jamais être franchi, et limitera la région de convergence si

elle n'est bornée plus tôt au point [jc = ia, j= ce].

î)o. Cette théorie paraîtrait en défaut si l'on pouvait douter que les

dérivées des mêmes ordres de l'ordonnée de la courbe, par rapport à

l'abscisse, se retrouvassent toujours infinies aux mêmes points mul-

tiples, quels que fussent les axes auxquels on rapportât la courbe;

car le rayon du cercle de convergence ne pouvant varier brusquement

lorsqu'on changerait mfiniment peu la direction de l'axe des j\ les

mêmes points multiples devront toujours présenter le même obstacle

au développement de la fonction. Il importait donc de vérifier que la

cause assignée à cet obstacle se représenterait toujours.

Un exemple suffira pour éclaircir ce point :

Supposons qu'il s'agisse d'un point double, où les deux tangentes se

confondent ; si l'on a pris ce point pour origine, l'équation de la courbe

aura la forme

r'-'iaxj + a.-.r'' + A j' + Bj>= .r + C^x' +D.r'+... = o.

Cette équation donnera successivement

'' 2a(j — ax) + (3Aj-- -i- iBjx -l- < ' ->"^ i i^

B >•' + aC/.r -h 3 Bx'- + . . . = o

2(j — ax)-£ — 2a(j — ax) + (3Aj--t- iBjx -h Cx' )

-^

et

.D--ax)g + .(g)^-4a|-..a= + (3A^-^ + .B^,x + Cx^)g

+ 2Cr +6Dj: + ...= o.



462 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

Pour avoir la valeur de ^-— au point double considéré, il faiidiait,
r/.?-' '

dans cette dernière équation, remplacer -- par a et faire tendre y et .»

vers zéro, en maintenant entre eux le rapporta.

Or, en divisant les deux membres par x et fai'iant les substitutions

indiquées, on reconnaît d'abord que les ternies qui provenaient de la

|)artie

j^ — lay.v -\- u?
m"^

du premier membre de l'équation proposée, disparaissent d'eux-mêmes.

D'un autre côté, les tenues, qui proviennent de la partie

AjK^ H- Bj-.r + Q.j.r'^ + Da^,

se réduisent à

a-(3Aa^ + aBa + Cl^ + 6(Aa^ + Ba-+(:a-+-D);

et les autres termes peuvent être négligés comme contenant x à des

puissances supérieures.

L'équation en ^-rse réduit donc à

x^itka} + 2 Ba + G) 4^ + 6 (Aa' + Ba' + Ca 4- D) = o;

par conséquent, à moins que ka? + Ba' + Ca + D ne soit ind de lui-

même, la dérivée seconde de j, par rapport à .r, au point considéré,

sera infinie.

Or la condition

Aa' -I- Ba^ -t- Ca + D = o .

a un seiis géométrique indépendant du choix des axes, elle signifie que

la tangente au point double ne coupe plus la courbe qu'en m — [\ au-

tres j)oints, elle sera donc toujours satisfaite, ou bien elle ne le sera

jamais. C'est assez dire que si -^ a été une fois reconnu infim, il le

sera toujours.
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Des ilémonstrations analogues s'appliqueraient sans doute aux autres

cas qu'on voudrait examiner.

î)(>. En résumé, un point multiple ne peut arrêter le développement

(le la fonction qu'autant que les dérivées de cetle fonction, sous quel-

ques-unes de ses formes, y deviennent infinies à partir d'iui certain

ordre.

Hormis ce cas, la série travei'sera sans embarras le point nuilti|jle, et

toutes les dérivées de la fonction, après le passage, recevront de la série

des valeurs infiniment peu différentes de celles qu'elles avaient au|)a-

ravant. Elles n'auront subi aucune variation brusque.

Cela étant, on comprend très-bien que la série de Taylor ne puisse

cesser de représenter la fonction qu'en deven.uit divergente.

Car, le développement ne pouvant plus être arrêté que par un point

où soit la fonction, soit une de ses dérivées devienne infinie : si, en

premier lieu, c'est la fonction qui doit devenir infinie, comme elle aiua

déjà pris des valeurs excessivement grandes un peu auparavant, !;i

série, en réalité, ne deviendra divergente, que pour continuer de la

représenter encore.

Tandis que si c'est une des dérivées de la fonction qui devient in-

finie, comme on sait qu'une série ordonnée suivant les puissances

croissantes de la variable est convergente ou divergente en même
temps que toutes ses dérivées et intégrales : si l'on ne voit pas pourquoi

la série, suivant laquelle on a développé la fonction, deviendrait infinie

en un point singulier où cette fonction est encore finie, cependant les

dérivées de cette série, à partir d'un certain ordre, devant, par hypo-

thèse, devenir infinies en ce point, la série elle-même devra aussi le de-

venir.

On voit que, dans ce cas, l'objet lui-même eût pu être représenté

d'autres manières, c'est le mode de représentation qtu tombe eu dé-

faut.

1)7. Ce que nous venons de dire démontre une fois de plus que le

développement de la fonction ne peut être limité qu'à lun des points

où soit la fonction, soit ses dérivées, à partir d'im cert un ordre, de-

viennent infinies.



464 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES

Ce nouvel énoncé du théorème de M. Cauchy s'accorde avec celui

qu'avait donné M. Lamarle, dès 1846.

D'après M. Lamarle [*] :

« Toute fonction est développabic en série convergente suivant la

» formule de Maclaurin, tant que le module de la variable reste moin-

» dre que la plus petite des valeurs pour laquelle la fonction cesse

» d'être continue ou de prendre même valeur aux deux limites 6 =: o,

» 5 = 274 [**]. Hors de là la série devient divergente. »

Lorsqu'en un point multiple du lieu considéré les dérivées de la

fonction finissent par se séparer sans devenir infinies, cette fonction ne

saurait, sans violer la loi de continuité, prendre indifféremment une

quelconque des valeurs voisines de l'ordonnée du point multiple : elle

n'en peut recevoir qu'une pour chaque valeur de la variable, de sorte

quelle reprend la même valeur aux limites ô^o, 5 = 27t; au con-

traire si la dérivée de l'ordre n d'une des formes de la fonction devient

infinie en un point multiple, celle de l'ordre n — i peut prendre deux

ou plusieurs valeurs différentes après le passage au point multiple, et la

fonction elle-même, si elle est parvenue au point multiple sous l'une

des formes permutables, ne reprend plus la même valeur aux limites

Q =0,0=17:.
A la vérité la condition qu'aucune dérivée de la fonction ne devienne

infinie, me paraît offrir un sens plus net et devoir être d'un usage pra-

tique plus commode que celle que la fonction reprenne la même valeur

aux limites 9 = o, := an. Mais les deux énoncés s'accordent au fond.

Celui de M. Lamarle tenait donc compte, dans la mesure convenable,

do la présence des points multiples du lieu en question.

.T'ignore pourquoi dans les énoncés plus récents, qu'on a proposés

du théorème de M. Cauchy, la distinction n'a pas été maintenue.

98. La dernière assertion qui termine l'énoncé de M. Lamarle se

trouve reproduite en termes analogues dans tous les autres Mémoires

que j'ai consultés :

La série devient nécessairement divergente dès qu'on essaye de dé-

[*] Voyez le Journal de Matlirmntiqiics pures et appliquées, t. XI, 1846-

[**] M. Lamarle représente la variable x par r(cos9 4- \j
— isinô).
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passer le premier point où la Jonction prend une de ses valews singu-

lières définies dans la première partie de l'énoncé.

Le fait serait bien évident si l'on supposait que ce fût la fonction,

dont la valeur initiale concourt à la formation des coefficients de la

série, qui fût venue prendre la valeur de l'ordonnée d'un point dange-

reux, au moment où la variable atteint celle de l'abscisse de ce point.

Mais, dans le cas contraire, il n'y a pas de raison pour que la série

devînt divergente lorsqu'on voudrait dépasser cette valeur de x.

L'énoncé n'est donc pas clair par lui-même, et pourrait être exact

ou inexact selon la manière dont on l'entendrait.

J'ai cherché <à découvrir l'opinion de tous les auteurs à cet égard,

mais il ne m'a pas toujours été possible d'y parvenir.

Je crois que l'on a toujours entendu l'énoncé en ce sens que le

cercle de convergence ne devait contenir aucun des points [«, è] cor-

respondants aux valeins de x pour lesquelles quelques valeurs de^
deviennent égales (il faudrait ici reproduire toutes les manières d'en-

tendre la proposition directe) ; mais cela importe moins que de savoir

si le fait est exact.

Or l'hypothèse aurait pour conséquence immédiate que si j",,

Jîi---ijm désignent les valeurs différentes que prend la fonction pour

une même valeur Xq de x, n'offrant aucun caractère exceptionnel, les

séries

J2

({y\ X — X„ /(fyX [x — Xa)-

drj, I \ (W

dy\ .r — x„ fdy
dx / 2 I \ dx'

dr\

\dx'),n I.

seraient toutes convergentes dans le même cercle, bien que leurs coef-

ficients différent totalement.

Cette conclusion déjà répugne évidemment : il est bien plus probable

en effet que chacune des séries aura sa région propre de convergence,

ou que, du moins, elles se rangeront en quelques groupes dans cha-

Tome V (a" série). — DtCEMBRE 1860. ^^9
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cun desquels la région de convergence restera la même, en variant ce-

pendant d'un groupe à l'autre.

99. Pour rendre le fait complètement évident, supposons que x^

soit une des valeurs de x auxquelles correspondent quelques valeurs

singulières de j- : que, par exemple,^, soit infini, que
( -t-„) soit in-

fini, etc., mais que j,, f^), \-£r]: (-T^j'eti^-' soient tous finis:
dx' j I \ dx

la série

(dY\ X— X, fd\r
^'' '^ \Tr),~i ^ \dr'

sera évidemment convergente dans un cercle de rayon fini, tandis que

quelqnes-unes des autres ne seront convergentes pour aucune va-

leur de X.

Cela posé, que l'on déplace infiniment peu le point de départ, c'est-

à-dire qu'on fasse varier infiniment peu x^, la série dont le rayon de

convergence était fini, restera convergente dans un rayon fini encore,

dont la valeur même aura infiniment peu varié, tandis que celles qui

n'étaient convergentes pour aucune valeur de x n'auront qu'un rayon

de convergence infiniment petit.

Le cercle de convergence n'est donc pas le même pour toutes les sé-

ries considérées.

100. Ainsi se trouve posée la première des deux questions dont

nous avons annoncé la solution au début de ce chapitre.

Toutes les valeurs de x, pour lesquelles la série reste convergente,

sont celles qui satisfont à la condition que le module de la diffé-

rence X— Xq reste inférieur au module de la différence entre Xq et

l'abscisse de l'un des points où les dérivées de la fonction deviennent

infinies à partir d'un certain ordre; mais il reste à déterminer celui de

ces points qui, pour chaque système de valeurs de x^ et de jo^ limite

effectivement le développement.

La réponse à faire à cette question, pour suffire aux besoins de la

pratique, devrait, s'il était possible, élre formulée analytiquement;

miis d |)arait peu probable qu'on parvienne à la réduire à de tels

termes.
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Soient a-^^ y^ les valeurs initiales de la variable et de la fonction,

et X, y leurs valeurs particulières au point dangereux cherché : X dé-

pendra à la fois de o-p et de j,,, mais il dépendra surtout de la nature

de la relation qui lie x et j, car si deux courbes se coupent en un
point [xo, j"„], et ont d'ailleurs les mêmes points dangereux [X, Y],

[X,, Y, ], etc., il n'y aura cependant pas de i-aisous pour que le même
de ces points se trouve être le premier point d'arrêt pour les ordonnées

des deux courbes qui partiraient dans les deux cas de la même va-

leur y^. Au reste il ne s'agira pas seulement d'obtenir X, la détermi-

nation de Y sera également indispensable et pourra être même plus

difficile, lorsque plusieurs points dangereux auront même abscisse.

Les conditions à remplir par X et Y ne pouvant être que des condi-

tions d'inégalités, la méthode pour en obtenir les valeurs ne pourra

évidemment consister qu'en des précautions à prendre pour ne pas les

dépasser.

On pourra donc, le point dangereux, qui se rapporterait à un point

de départ une fois choisi, devant se déplacer d'une manière continue,

lorsque l'on fera tourner l'axe des j autour de l'origine; on pourra

rendre d'abord réelle l'abscisse du point de départ en choisissant

convenablement la direction de l'axe des j, déterminer alors le point

le plus immédiatement dangereux ; et, en ramenant ensuite l'axe des j-

à sa position primitive, suivre sur la courbe réelle ou sur l'enveloppe

imaginaire des conjuguées le mouvement de ce point dangereux.

Soit

le point de départ : la conjuguée à laquelle appartient ce point tou-

chera la courbe réelle en des points déterminés par la condition

dy _
1 ? 1

...
I , . . dy

,

-^ = (jq; et 1 enveloppe miaguiaire en d autres points ou — aura ties

valeurs m, m' , etc., en général différentes de Cq, mais réelles.

Si l'on donnait à l'axe des ; la direction 7 =CoJ:, les premiers de

ces points, situés sur la courbe réelle, deviendraient les points dange-

reux, avec d'autres qui n'auraient pas rapport à la conjuguée consi-

dérée, et appartiendraient à l'enveloppe imaginaire; tandis que si l'on

donnait à l'axe des y l'une des directions j" = /«.r, ; = m'x^ etc., le

59..
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point correspondant de l'enveloppe imaginaire deviendrait un des points

dangereux, avec d'autres ne se rapportant pas à la conjuguée considé-

rée [*].

Quelle que soit la direction C^ ou m, ou m', etc., qu'on donne à

l'axe des j, ceux des points dangereux qui a|)partiendront à la même

branche de la conjuguée C^, que le point de départ, seront évidemment

les plus dangereux ; mais, parmi eux, si l'on a donné à l'axe des j la

direction j — CqX, celui où la tangente serait la plus proche du point

[jTp, jo], sera le plus immédiatement dangereux.

On aura donc aisément le pointdangereux relatif au point de départ,

au moment où l'axe desj serait parallèle aux cordes réelles de la con-

juguée à laquelle appartient ce point de départ. Or en ramenant en-

suite l'axe des j à sa première position, il sera focile de suivre sur la

figure la marche de ce point dangereux

-

101. On peut présenter cette solution d'une autre manière :

Lorsque les points dangereux sont sur la courbe réelle, ils appar-

tiennent aussi à la conjuguée G = oo ; mais lorsqu'ils sont sur l'enve-

lopps imaginaire. Us peuvent appartenir à des conjuguées quelcon-

ques C=/«, C = m', etc. Supposons qu'on ait construit toutes ces

conjuguées ainsi que la conjuguée à laquelle appartient le point de dé-

part : le point mobile [x, j\, pour aller se rendre en l'un quelconque

des points dangereux, devra avant tout se rendre sur une des conju-

guées C = cc, C = /», C = /.'2', etc., mais la branche sur laquelle est

situé le point de départ, ne pouvant prendre que deux mouvements

inverses l'un de l'autre, sera immédiatement comprise entre deux

branchesdéjà construites des conjuguées C = oo , G := /«, G := m' , etc. :

et il est clair que le point dangereux relatifau point de départ sera l'un

de ceux qui se trouvent sur ces deux branches; le plus dangereux sera

le plus rap|iroché.

Les exemples que nous traiterons achèveront de dissiper ce qu'il

peut rester d'obscur dans ces explications.

[*] Le coefficient angulaire d'iini' droik' \w peut devenir inllni, jjar suite d'une trans-

formation d'axes, qu'autant qu'il est réel : par ronséquenl, la dérivée de la fonction en

un point ne jieut devenir infinie que si elle est déjà réelle.
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Dans ces exemples, comme dans tons ceux qu'on pourrait avoir à

trailer,on arrivera aune certitude absolue en examinant si, dès que l'on

admettrait que le point \x, ^]pût, sans que la série devînt divergente,

venir se placer sur une des deux conjuguées dangereuses qui compren-

nent le point de départ [Xg, jg], il pourrait suivre cette conjuguée

jusqu'au point dangereux qu'elle contient. Lorsqu'il en sera ainsi, et ce

sera le cas général, ce point dangereux limitera évidemment la région

de convergence, car pour aller joindre un autre point dangereux,

il faudrait toujours que le point [x, _jj traversât la conjuguée en

question, et s'il pouvait la traverser, il pourrait, à plus forte raison,

d'après ce qu'on suppose, traverser le point dangereux qu'elle renferme,

ce qui est toujours impossible. Au reste, lorsqu'une même conjuguée

renfermera plusieurs points dangereux, ce qui arrivera fréquemment,

le point [.r, j] pourra en général se rendre très-près de l'un d'eux,

tandis qu'il devra rester à des distances finies des autres; le choix entre

ces points sera déterminé par la simple comparaison des modules des

différences entre jc^ et leurs abscisses.

102. Bien que la question que nous venons de traiter présentât un

grand intérêt, on peut comprendre cependant qu'on ait pu se passer

momentanément d'en avoir la solution exacte : comme on est toujours

maître de disposer de l'écart que l'on fait subira la variable, on eût pu

même laisser les choses dans l'état où nous les avons trouvées, et se

contenter de savoir que la série en tout cas resterait convergente au

moins jusqu'au point dangereux le plus voisin du point de départ,

cest-à-dire, dont l'abscisse, retranchée de.r^, donnât le moindre module.

Mais on ne pouvait aborder la seconde question, qui doit nous occu-

per maintenant, et qui a par elle-même beaucoup plus d'importance,

sans avoir préalablement résolu la première : il est évident, en effet,

qu'il faudra connaître le rayon de convergence de la série avant de se

demander ce qu'elle donnera tant qu'elle sera convergente.

La base générale de la méthode que nous proposerons pour arriver

à connaître la valeur de la fonction qui se développe suivant la série,

est fondée sur cette importante retnarque que, quelque valeur qu'on

doiHie à jf, les //; valeurs de j- fournissent toujours des points séparés

les uns des autres par une ou plusieurs conjuguées dangereuses, c'est-
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à-dire passant par les points dangerenx : ces conjuguées séparent le

plan en cases dans aucune desquelles ne peuvent jamais se trouver en

même temps deux points ayant même abscisse.

On trouverait la preuve du fait que nous avançons ici, dans les

explications contenues au chapitre précédent. Mais nous n'insisterons

pas, parce que notre affirmation est évidemment conforme à la théorie

de M. Cauchy. En effet, le premier principe de cette théorie consiste

en ce qu'une des valeurs de la fonction ne peut se permuter avec une

autre qu'autant que le point jt soit allé auparavant faire un tour autour

d'un des points dangereux; or durant cette évolution le point \x, j]
aura passé au moins une fois sur une des conjuguées correspondantes.

Ainsi pour qu'un point [Xf, j",] aille se rendre en un autre point

[x,, ^2], ayant même abscisse, il faut qu'il traverse au moins une des

conjuguées dangereuses. C'est bien assez dire que les points

sont toujours séparés les uns des autres par des conjuguées dange-

reuses.

105. Ce principe admis, il est aisé de prévoir que la série devra

assigner, pour valeur finale, à la fonction, celle de l'ordonnée du point

qui, pour revenir au point de départ, aurait le moins de conjuguées

dangereuses à traverser.

Supposons d'abord que tous les points dangereux soient réels, que

par conséquent les conjuguées dangereuses aient leurs abscisses réelles ;

il est évident que dans ce cas la région de convergence ne pourra cou-

per, si encore elle la coupe, que la conjuguée dangereuse qui passerait

par celui-là même des points dangereux qui fixe la limite de la région

de convergence; le point final ne pourra donc se trouver que dans

l'une ou l'autre des deux cases limitées à cette conjuguée dangereuse

et à celles qui la comprennent immédiatement; par conséquent tout se

réduira à savoir si le point mobile a changé ou non de case.

En effet, si la région de convergence pouvait rencontrer deux con-

juguées dangereuses, elle en embrasserait des arcs terminés dans un

sens et dans l'autre à des points ayant même abscisse réelle, puisque la
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convergence de la série ne dépend que du module dex. Le point [x, y]
pourrait donc, sans sortir de la région de convergence, prendre suc-

cessivement différentes ordonnées correspondantes à une même abscisse
;

ou bien, on pourrait sans sortir de la région de convergence amener la

fonction à prendre successivement, pour une même valeur de la va-

riable, des valeurs différentes, ce qui ne saurait être : dans ce cas donc
il n'y a aucun doute possible, et l'on voit même que si le point [x, }]
peut se rendre sur une des branches de la conjuguée qui passe par le

point dangereux situé sur la limite de la région de convergence, il ne
pourra même pas, sans sortir de cette région, passer sur l'autre branche
de la même conjuguée, qui passe au même point.

Au reste, pour savoir si le point [x, j] a en effet traversé la branche
de conjuguée sur laquelle on suppose qu'il pouvait se rendre, il suffira

de comparer le signe de la partie imaginaire de la valeur finale de^ au
signedelapartieimaginairedesa valeur initiale : suivant que /Sq, jS, sera

négatifou positif, le point [x, ^ ]aura ou non changé de case.

Supposons maintenant que le point dangereux, qui limite la région
de convergence, soit imaginaire, ou, seulement, que le lieu proposé pré-
sente quelques points dangereux imaginaires.

A la vérité, je ne pense pas qu'on pût encore affirmer, dans ce cas, que
le point [x, y] ne pourra traverser qu'une seule conjuguée dange-
reuse. En effet, les points dangereux sont donnés par le système des
équations

/(•^» j) = o
et

df

dy = °^

l'une du degré ;«, l'autre du degré m— i

.

Or il peut se faire que toutes les solutions communes à ces deux
équations fournissent effectivement les coordonnées de points où les

dérivées dej deviennent infinies à partir d'un certain ordre; d'ailleurs
il passera habituellement deux branches d'une même conjuguée par
un même point dangereux; le nombre des cases peut donc dépasser de
beaucoup le degré del'équaliou proposée, par rapporta } ; et en
séquence on ne voit pas pourquoi le point [x, y] ne pourrait pas tr

verser une case tout entière, sans sortir de la région de convergence.

cou-

I-
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Mais, d'un autre côté, s'il peut traverser plusieurs conjuguées dan-

gereuses, cela tiendra évidemment à ce que les cases correspondantes

ne sauraient contenir des points ayant même abscisse, car autrement

les ordonnées de ces points pourraient se permuter entre elles, dans

l'intérieur de la région de convergence, ce qui est impossible.

La conclusion est donc toujours la même, quoique les faits soient

alors plus difficiles à analyser.

Quand on aura calculé les valeurs de j qui correspondent à la va-

leur finale de a?, quelles que soient les cases où se trouvent les points

correspondants, il sera toujours possible de distinguer des autres celui

qui n'est pas sorti de la région de convergence.

Quanta savoir du reste si le point [j:, j] aura ou non traversé l'une

des conjuguées dangereuses que pourrait couper la région de conver-

gence, ce sera toujours aisé : cette conjuguée n'ayant pas ses abscisses

réelles, elles satisferont à une condition

?(«, P) = o,

qu'il faudra d'abord former : cela fait, on pourra affirmer que le

point [x, y\ aura ou non traversé la conjuguée en question, suivant

que

sera négatif ou positif.

104. Lorsque le point dangereux, qui limiterait la région de conver-

gence, sera imaginaire, il arrivera généralement que deux des valeurs de

la fonction, qui correspondraient à une valeur de la variable suffisam-

ment voisine de celle de l'abscisse du point dangereux, ne différeront

plus l'une de l'autre que par le signe de la partie imaginaire de -^•

Pour choisir entre ces deux valeurs de la fonction, il suffira de savoir

si le point [j^, r] a dû passer sur l'enveloppe imaginaire des conju-

guées.

Cette enveloppe étant caractérisée par une équation

<j^{a, |5) = o,
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qu'on aura formée à l'avance, on saura par le signe de

si le point [.r, j] a en effet passé sur l'enveloppe imaginaire, c'est-à-dire

si le signe de la partie imaginaire de -7^ a dû ou non changer, en pas-

sant du point
[j:'o> Toi ^" point final cherché.

lOo. Nous ne pouvions évidemment prétendre à prévoir ici tous les

cas qui pourront se présenter et à les discuter par avance. Nous nous

sommes donc borné à la discussion des circonstances les plus simples,

par conséquent les plus générales du phénomène.

Chaque équation aura évidemment ses caprices, avec quoi il faudra

compter à part.

Nous traiterons quelques exemples assez simples pour que les calculs

soient praticables, mais qui permettent cependant de constater que la

méthode existe bien réellement.

Si l'on s'en proposait de plus compliqués, les difficultés qu'ils pré-

senteraient seraient, en tout cas, de celles que l'on sait résoudre avec

de la patience : car s'il le fallait absohunent, on pourrait toujours,

comme dernière ressource, construire, au moyen des principes que
nous avons posés dans le chapitre VI, la limite même de la région de
convergence, ce qui assurément mènerait à une solution sans réplique

de la question, puisqu'on ne pourrait alors s'empêcher de reconnaître

celuides points fournis par les différentes valein-s àej, correspondantes

à la valeur finale de x, qui se trouverait au dedans de la limite obte-

nue.

106. On a dû remarquer que c'est en rétablissant entre les diffé-

rentes questions, qui nous ont occupé jusqu'ici, l'ordre de dépendance

qui dérivait de leur nature même, que nous en avons rendu la solution

accessible. Aussi, dès que la question qui faisait l'objet du chapitre

précédent avait pu être traitée, toutes celles que comportait l'étude de

la série de Taylor devaient évidemment pouvoir être abordées : et la

complicalion seule des exemples pourra en effet mettre obstacle, par l;i

longueur des calculs, à la solution des difficultés les plus inextricables.

Tome V (2' série). — Déceubre 1860. DO
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Mais il nous reste à présenter une dernière remarque, qui, mieux

que les explications qui précèdent, rendra compte de la méthode que

nous avons adoptée.

Les démonstrations spéciales que nous aurons à présenter dans cha-

que cas, paraîtront peut-être tellement simples, qu'après avoir en

quelque sorte renoncé à traiter la question, on sera au contraire main-

tenant tenté de la croire abordable par toutes les méthodes, ou même
sans méthode spéciale.

Ce serait exagérer en sens contraire; en effet, ce n'est que parce que

nous faisons toujours porter la discussion sur la caractéristique du

point mobile, de préférence à toute autre variable réelle, que les faits

sont toujours si faciles à analyser et les preuves si simples. Le choix

de cette variable nous permet en quelque sorte de réduire l'étude du

mouvement du point imaginaire à celle du mouvement du point réel

situé sur la même conjuguée et sur la même branche, de façon que

toutes les difficultés, qu'entraîne l'introduction de valeurs imaginaires

attribuées aux variables, disparaissent, pour ainsi dire aussitôt, toutes

les propriétés des points d'une même branche de conjuguée ne dé-

pendant que de la place occupée sur la courbe réelle par le point où

la touche cette branche de conjuguée.
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THÉORÈME

CONCERNANT LR TRIPLE D'UN NOMBRE PREMIER DE LA FORME Su -4- 3 ;

Par m. J. LIOrVILLE.

Soit m un nombre premier 8 p. + 3, et considérons son triple 3m.

Le théorème que nous voulons donner ici, au sujet du produit 3m,

consiste en ce que l'on peut poser au moins une lois (et toujours un

nombre impair de fois) l'équation

3m = liJC^-hp"^'f\

ce et j" étant des entiers impairs et p un nombre premier (8v + 5) qui

ne divise pas j" : on admet pour / la valeur zéro.

En d'au/res termes, si du triple (3w) d'un nombre premier m de la

forme 8 p. •+- 3, on retranche, tant que faire se peut, les carrés 4, 36,

loo, etc., des nombres impairement pairs, il y aura un nombre im-

pair de restes susceptibles d'être mis sous la forme

p désignant un nombre premier (8v + 5) qui ne divise pas jr.

Soit comme exemple w = 3, d'où 3m = 9. On aura

9 = 4.1» + 5.l^

Soit ensuite m = 1 1, d'où 3?n = 33. On aura de même

33 = 4-i° + 29.1^,

où ag est un nombre premier de la forme Sv -4- 5.
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Soit en troisième lieu /« = 19, d'où 3in:=S']. On pourra de 67

retrancher 4 et 36, d'où les deux restes 53 et 21 dont le premier seul

est de la forme voulue; car ai = 3 x 7, tandis que 53 (qui est un

nombre premier 8v + 5) donne lieu à l'équation canonique

57 = 4.1' + 53.1».

Soit encore m = 43, d'où Zm = 129. En retranchant 4, 36 et 100

de 129, on aura ces trois restes i25, 93 et 29, dont le dernier est de la

forme exigée. Notre théorème est donc vérifié. On le trouve exact aussi

pour m = 59, et cette fois encore on n'a qu'une seule équation cano-

nique, savoir

3.59 = 4.1'' + 173. 1».

Mais pour m= 67, on en a trois :

3.67 = 4.1» + 197I^

3.67 = 4.5» + IOI.I%

3.67 = 4.7» + 5.1».

Il serait inutile d'ajouter d'autres exemples.

FIN DU TOME CINQUIÈME (2*SÉRIe).
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